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B Exercice : Racine carrée d’'une matrice

Notons M3(R) I'ensemble des matrices carrées de taille 3 x 3 a coefficients réels. Considérons la

matrice suivante :
2 -1 -1
A=|-1 2 1 € M3(R).
-1 1 2

1
2
3
4

Justifier que la matrice A est diagonalisable sur R.
Déterminer les valeurs propres de A. Que peut-on dire de ses sous-espaces propres ?
La matrice A est-elle inversible ?

~—_— ~— ~— ~—

Déterminer une matrice diagonale D € M3(RR) et une matrice orthogonale P € M3(R) telle que :

A=PDP L

5) Déterminer une matrice diagonale A € Mj3(R) vérifiant : A2 = D.
6) En déduire une matrice M € Mj3(R) vérifiant : M? = A.

B Probleme : La formule des compléments d’Euler

Dans ce probléme, on démontre une relation entre la fonction Gamma d’Euler et la fonction sinus. Nous I'appliquons
ensuite au calcul de I'intégrale de Gauss.

Dans tout le probleme, la lettre a désignera un réel appartenant a l'intervalle ]0, 1.

Partie 1 : Calcul d’une intégrale dépendant d’'un parametre

Considérons les intégrales suivantes :

| ‘oo
I(a):/o mdt et J(a):/1 mdt.

1) Démontrer que l'intégrale I(a) est convergente.
2) Démontrer que l'intégrale J(a) est convergente.

)
)

3) A l'aide du changement de variable u = % démontrer que J(a) = I(1 — a).
)

4) Soit N un entier naturel.

(a) Démontrer que, pour tout réel ¢ appartenant a [0, 1], on a:

N 1 N+1tN+1
) = —— — (—1 -
N
(b) En déduire que :
N 1 N 1 4N+l-a
I(a) = -1" t"dt + (-1 dt.
@ =30 [y [T
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5) Démontrer que pour tout entier naturel N :

1 yN+1-a
t 1
0< dt < :
o 1+t N+2-a

1 7fN—i-l—a

puis déterminer la valeur de lim dt.

g L -1 ,
6) Vérifier que la série § ()Jrl est convergente et démontrer que sa somme vaut I(a).
n—a
n=0

(_l)n—l

7) En déduire que la série ) | -— T a

n=1

est convergente et démontrer que sa somme vaut J(a).

8) En déduire que :

+o0 _1\n
n=1

On admet que I'on a la formule suivante, valable pour tout réel A n’appartenant pas a Z :

f 20-1)""'\ 7 1

— n2—X2  sin(Am) A

9) Conclure ue'/+C>o L dt = —~
we- ) wa 0 smlan)

Partie 2 : La fonction Gamma d’Euler

Considérons les intégrales suivantes :

+oo
Ve >0, [I(z)= / t*te~tdt
0

e—a:t

+o00o :
Vo > 0, (1) = _C
v fa(2) /0 ta(1 + 1)

10) Démontrer que la fonction I' est bien définie sur |0, +oo|.

11) (a) Démontrer que la fonction f, est continue sur [0, +oc[ et préciser la valeur de f,(0).

(b) Soit (a, 3) € R? tel que 0 < a < 3. Démontrer que la fonction f, est de classe ¢ sur [a, 3].
En déduire que la fonction f, est de classe %! sur ]0, +oo[. On précisera I'expression de sa
dérivée avec le symbole intégrale.

12) (a) Démontrer que pour tout réel x > 0,0ona:

fule) — i) = TL 2

On pourra effectuer le changement de variable uw = xt dans l'intégrale f,(z) — f.(z).
(b) En déduire que pour tout réel z > 0,0n a:

I'(l—a)

0< fal2) S —=

(c) Déterminer xggloofa(x).

—t
13) Démontrer que la fonction ¢ — ;—_a est intégrable sur ]0, 4+-o0].
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+oo
Dans la suite du probléme, on pose pour tout réel = > 0, g,(z) = / —dt.

14) (a) Démontrer que la fonction g, est continue sur [0, +oo].
(b) Démontrer que la fonction g, est de classe % sur ]0, +oco[. On précisera I'expression de sa déri-
vée.
15) (a) Démontrer que pour tout réel x > 0,on a:

efx
O < ga(x) ~N xlfa
(b) Déterminer $£nga(x).
Partie 3 : La formule des compléments
Considérons I'équation différentielle suivante :
I'l—a
() Vo0, ya) o) =

16) Déterminer 'ensemble des solutions de I'équation homogéne associée a (F).

[0, 400 — R

T s T(1 - a)e¥go(z) est une solution particuliere de (£).

17) Démontrer que la fonction A, : {
18) Montrer qu’il existe une constante réelle \ telle que :
Ve >0, fo(x) =X+ ho(x).

19) Conclure que :
Ve >0, folx) = he(x).
On pourra isoler \ et considérer la limite en +o00 dans I'égalité précédente.

20) Déduire de la question précédente que :

—+00 1 “+o00 e—t
/ 1 =T -a) / L
0 te(t+1) 0 tl-a

21) Démontrer alors la formule des compléments :

™

Va €]0,1], T(a)I'(1—a)=

sin(arm)’

Partie 4 : Application au calcul de I'intégrale de Gauss

1
22) Déterminer la valeur de T’ <2>

“+o0o
, v sz 2 , .
23) Démontrer quelmtegrale/ e~ " du est convergente déterminer sa valeur.
0
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