I1.2. Element majoritaire dans une liste

On s’intéresse dans cette sous-partie au probléme suivant : savoir si un tableau contient un élément majoritaire. Si
un tableau a une taille n > 0, un élément de ce tableau est-dit majoritaire s’il apparait strictement plus que |n/2] fois
(on rappelle que |.] dénote la partie entiére). Par exemple, un tableau de taille 5 contenant comme éléments 2, 7, 2,
2, 9 posséde 2 comme élément majoritaire, alors qu’un tableau contenant 2, 7, 2, 2, 9, 8 n’a pas d’élément majoritaire.

On commence par une résolution naive du probléme.

Question 11. Ecrire une fonction d’en téte int occurences(int t[], int taille, int x) prenant en entrée un
tableau de taille taille, un élément x, et renvoyant le nombre de fois que x apparait dans le tableau.

Question 12. En déduire une fonction d’en téte bool majoritaire(int t[], int taille) prenant en entrée un
tableau de taille taille et renvoyant un booléen indiquant s’il posséde un élément majoritaire.

Question 13. Donner la complexité de votre fonction en fonction de la taille notée n du tableau.

On propose une résolution plus efficace dans la suite. Cette approche consiste a calculer d’abord un unique candidat
majoritaire, et vérifier si celui-ci l'est effectivement dans un second temps. La premiére partie de ’approche est détaillée
dans l'algorithme ci-dessous. Pour que celui-ci soit plus visuel, on propose I’analogie suivante : le tableau d’entiers est
un seau de balles qui peuvent avoir une certaine couleur (deux éléments identiques du tableau correspondent a deux
balles de méme couleur). On dispose d’un tube se comportant comme une pile, et d’une corbeille.

Algorithme 1 :

Entrée : Le seau de balles
Sortie : une couleur de balle
Créer un tube vide, une corbeille vide;
Placer une balle du seau dans le tube ;
tant que il reste des balles dans le sequ faire
prendre une balle dans le seau;
si la balle est de la méme couleur que celle au sommet du tube alors
| mettre la balle a la corbeille
sinon

empiler la balle dans le tube;

si la corbeille est non vide alors

| prendre une balle de la corbeille et la mettre dans le tube

retourner la couleur de la balle au sommet du tube

Le but des questions qui suivent est de montrer que si une couleur était majoritaire dans le seau, c’est celle renvoyée
par l'algorithme.

Question 14. Montrer que « toutes les balles éventuellement présentes dans la corbeille ont méme couleur que celle
au sommet du tube » est un invariant de la boucle.

Question 15. Montrer que « deux balles situées cote a cote (ou I'une en dessous de Pautre, plutot) dans le tube ont
des couleurs différentes » est un invariant de la boucle.

Question 16. Considérons a la fin de ’algorithme une couleur qui n’est pas celle de la balle au sommet du tube.
Montrer & I'aide de ces invariants qu’elle apparaissait moins de % fois dans le seau, avec n le nombre initial de balles.

On en déduit donc que pour voir si un tableau admet un élément majoritaire, il suffit d’appliquer 'algorithme
précédent, et de tester si ’élément renvoyé est majoritaire. On passe a 'implémentation.

Question 17. Comment obtenir une structure de pile & 'aide de la structure de liste doublement chainée? On ne
demande pas de coder.

Question 18. Ecrire une fonction d’en téte bool majoritaire_eff(int t[], int taille) renvoyant la méme chose
que la fonction de la question 12, mais en suivant I’approche développée dans cette partie. Vous représenterez le
tube comme une pile, et la corbeille par un simple entier (indiquer ce qu’il représente). Quelle est la complexité de
I'approche ?
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I1.3. Parcours en largeur dans un graphe 0/1

On considére dans cette sous-section des graphes orientés pondérés, ou le poids d’un arc ne peut-étre que 0 ou 1.
Voici un tel exemple de graphe :

Dans un tel graphe, la distance entre deux sommets s et ¢ est le plus petit poids d’un chemin (s’il en existe au moins
un) reliant s a t. Par exemple, la distance entre les sommets 0 et 2 est 1. Plusieurs chemins de poids 1 relient 0 & 2,
comme )0 +2oul0—=1—3—2.

Question 19. On a déclaré une constante TAILLE qui est le nombre de sommets du graphe (5 dans l’exemple ci-
dessus). Ecrire une fonction d’en téte void parcours(int graph[TAILLE] [TAILLE], int larg[TAILLE], int s)
telle que :
— graph est la matrice d’adjacence du graphe : pour 0 < 4,5 < TAILLE — 1, graph[i] [j] contient le poids de l'arc
(1, 7) si celui-ci existe (0 ou 1), —1 sinon. On suppose que le graphe est sans boucle donc la diagonale ne contient
que des —1;
— larg est un tableau de taille TAILLE, & remplir;
— s est un sommet du graphe, donc un entier entre 0 et TAILLE — 1;

cette fonction modifie le tableau larg de sorte qu’a la fin de la fonction larg[i] contient la distance entre s et i pour
tout sommet ¢ entre 0 et TAILLE — 1. Si le sommet i n’est pas accessible depuis s, on convient de poser larg[i]=-1.
Par exemple, avec le graphe représenté ci-dessus, et s = 0, voici I’état du tableau larg a la fin de 'algorithme :

i |0
0

2 3 4
larg[il] | 1

1
0 1 -1

Indication : utiliser une liste doublement chainée pour gérer les sommets & traiter. Si I’arc ¢ — j est examiné et que
j est découvert pour la premiére fois, insérer j a gauche de la liste doublement chainée si graph[i] [j1=0, & droite si
graph[i] [j]=1.

I1I. Lemme d’Arden et langage reconnu par un automate

Définitions/Notations.

e L’ensemble des langages rationnels sur un alphabet ¥ fixé et la plus petite partie de P(X*) contenant 0, {e} et
les langages {a} pour a € ¥, et stable par union, concaténation et étoile de Kleene. On rappelle que pour L un
langage, L* = U, >oL", avec L™ I'’ensemble des mots s’écrivant comme concaténation de n mots de L.

e Un automate fini déterministe et un quintuplet (X, @, o, F, d) ou :
— ¥ est I'alphabet ;
— (@ est un emsemble fini : 'ensemble des états de 'automate ;
— qo € Q est I'état initial ;
— F C @ est 'ensemble des états terminaux ;

— § est la fonction de transition : c’est une application partielle de @ x ¥ vers @. Un couple (g,a) € Q@ x X
pour lequel 0(g, a) n’est pas défini est appelé un blocage de 'automate.
e pour A un tel automate, il est commode d’introduire la fonction de transition étendue 6*, qui est une application
partielle de @ x X* vers @), définie par

0%(0(q,a),m) sices transitions sont définies

VAEQIE) —q et Vi am) € QxEx S5 ) = { NS Hinics
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II1.1. Lemme d’Arden

Dans cette sous-partie, on s’intéresse a I'équation L = (A - L) U B, ou l'inconnue est le langage L, A et B étant
deux langages fixés.

Question 20. Montrer que L = A* - B est solution de 1’équation.

Question 21. Montrer que c’est la solution minimale de I’équation pour l'inclusion, c’est-a-dire que si L est solution,
A*-BC L.

Question 22. Montrer que sie ¢ A, L = A*- B est 'unique solution de 1’équation. On pourra supposer L solution de
P’équation et montrer par récurrence forte la propriété P(n) : « Sim est un mot de L de longueur n, alors m € A*-B ».

On a donc montré le lemme suivant :

Lemme 2 (d’Arden). L’équation L = (A-L)U B posséde A* - B comme solution minimale pour linclusion. Si de plus
e ¢ A, c’est la seule solution.

IT1.2 Un exemple d’application

On counsidére automate suivant, ou go est 'état initial, et F' = {g2}.

Pour i € {0,1,2}, on note L; = {m € ¥*,§*(¢;,m) € F}.

Question 23. Montrer que Ly = {e} U bLs U aLg. Indication : pour m un mot non vide de Lo, justifier que s’il
commence par la lettre a, il est dans alLg, et s’il commence par la lettre b, il est dans bL,.

Question 24. A I’aide du lemme d’Arden, exprimer Lo en fonction de L.
Question 25. Donner des équations similaires pour Lg et L.

Question 26. A 'aide du lemme d’Arden, déterminer une expression rationnelle dénotant Ly (le langage reconnu par
Pautomate).

II1.3 Cas général

A Taide du lemme d’Arden, on souhaite redémontrer le résultat de cours suivant :
Théoréme 3. Le langage reconnu par un automate fini déterministe est un langage rationnel.

On va en donner une preuve constructive, c’est-a-dire une méthode permettant de calculer une expression rationnelle
reconnaissant le langage, a I’aide du lemme d’Arden. Dans la suite, on se donne A = (3, Q, o, F, §) un automate fini
déterministe quelconque. On suppose @ = {qo,..-,qn_1}, €t on note L; = {m € X* 6*(¢;,m) € F}, comme dans la
section précédente.

Question 27. Justifier que pour tout i € [0,n — 1],

n—1
Li= (4L | UBi
j=0

ou A; ; C et B; € {0,{e}}. Décrire A4; ; et B; en fonction de 4.

On a donc obtenu un systéme d’équations en les (L;)o<i<n—1. Voyons comment éliminer une inconnue.
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Question 28. 1. Expliquer comment exprimer L,_1 en fonction de Ly, ..., L,_2, & 'aide du lemme d’Arden.

2. Montrer qu’il existe des langages (Ag,j)0§i7j§n_2 rationnels, ne contenant pas e, et des langages (B})o<i<n—2
rationnels, tels que

n—2
vieloon—2] L= |{]J4,L; | B
j=0

Exprimer précisément les (Aé,j)ogi}jgn_g et (B;)Qgign_g en fonction des (Ai,j)Ogi,jgn—l et (Bi)OSign—l-

Question 29. Montrer que Lg est rationnel. On pourra procéder par récurrence, pour cela énoncer clairement la
propriété a démontrer.
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