Concours CPGE EPITA-IPSA-ESME
Corrigé de I'épreuve de Mathématiques (Option - 2h)

1°) Cas out la suite k — M* est constante pour k = 1

a) Si la suite k - M* est constante pour k = 1, on a en particulier M = M? de sorte que M est alors
une matrice de projection. Réciproquement, si M = M?, on vérifie par récurrence immédiate que
MF* = M pour tout k = 1 : c'est en effet vrai pour k = 1, et si 'on a M* = M, alors M**! = M2, et
donc M**! = M. La suite k — M* est donc constante, égale a M, pour k > 1.

b) Toute matrice de projection M est donc la limite d'une suite géométrique matricielle, notamment
de la suite k — M* puisqu'elle est constante, égale & M, pour k > 1.

2°) Etude de la suite (Mk) lorsque la matrice M est orthogonale

a) On sait qu'une matrice M est orthogonale si et seulement si elle vérifie I'égalité : M7 M = Iy.
Pour établir que Oy (R) est fermé, considérons une suite (M) de On(R) convergeant vers M.
Pour tout entier naturel &, on a donc M, kT M, =1Iyet:

- I'application M € My(R) — MT e My(R) est linéaire, donc continue.
(en effet, toute application linéaire sur un espace de dimension finie est continue).
- I'application (4, B) € M%v([R)  ABe My(R) est bilinéaire, donc continue.
(en effet, toute application bilinéaire sur un produit d'espaces de dimensions finies est continue).
Il résulte de ces deux arguments que : M7 M = likaT lim M), = lim(MkT Mk) =1Iy.
Ainsi, M = lim M, est orthogonale, ce qui établit que Oy (R) est fermé.

Remarque : une autre fagon d'établir ceci (avec les mémes arguments de continuité) consiste a
remarquer que Oy (R) est fermé car c'est I'image réciproque du singleton {7y}, qui est fermé, par
l'application M e My(R) —» M T M e My(R), qui est continue par composition des applications
continues déja indiquées.

b) On suppose que la suite matricielle (M k) converge vers une matrice L.

La matrice L = lim M* appartient 4 Oy (R) d'aprés les deux arguments suivants :

- On(R) étant un groupe est stable par produit et contient donc les matrices M kK car M e On(R).
- Oy(R) étant fermé contient donc la limite L de sa suite convergente (M k).

Comme Oy (R) c GLy(R), la matrice L est donc inversible

La suite (M k”) ¢tant une suite extraite de la suite (M k), elle converge donc aussi vers L.

Par ailleurs, on a M**! = M M* = M* M, d'ou par passage & la limite L=M L=LM.

(en effet, on a déja noté que l'application (4, B) € M%,([R) — ABe My(R) est continue).
Onadonc: (Iy—M)L=L{Uy—-M)=0,eton obtient M = [y en multipliant I'égalité par L1
Ainsi, si la suite matricielle (M k) avec M e Oy(R) converge, on a M = [y et la suite (M k) n'est
autre que la suite constante (/y), de sorte que L = Iy aussi.

c¢) La seule suite géométrique matricielle convergente (M k ) ou M e Oyn(R) est la suite constante (/).




3°) Etude de la suite (M k) lorsque la matrice M est antisymétrique

a) Les sous-espaces Ay (R) et Sy(R) sont des parties fermées de My (R), car on sait en effet
que tout sous-espace de dimension finie d'un e.v.n. est toujours fermé.
Un autre argument consiste a remarquer que Sy (R) est I'image réciproque du singleton {0},
qui est fermé, par l'application continue M € My(R) - MT — M € My(R). Et de méme, Ax(R)
est I'image réciproque du fermé {0} par l'application continue M € My(R) = MT + M e My(R).

b) Comme M est antisymétrique, on a M7 = —M, donc pour keN : (Mk)T = (MT)/‘ = (- 1)k M*.
Si k est pair : (Mk)T = M* et M e SN(R), et si k est impair : (Mk)T = —MF et MFe ANR).

¢) On suppose que la suite matricielle (M k) converge vers une matrice L.
Comme L est limite de la suite extraite (M 2 k), L est limite d'une suite de Sy(R), et comme
S~ (R) est fermé, on peut affirmer que L e Sy(R).
Comme L est limite de la suite extraite (M 2 k”), L est limite d'une suite de Ay (R), et comme
An(R) est fermé, on peut affirmer que L e An(R).
Ainsi, la matrice-limite L appartient a Sy(R) () Ay(R).
On en déduit que L = 0 car Sy(R) () An(R) = {0}.
En effet, si Le Sy(R) N Ay(R),ona LT =Let LT = -L, dou L =0.

4°) Etude de la suite (Mk) lorsque la matrice M est symétrique

a) On sait que toute matrice symétrique réelle M diagonalise en base orthonormale.
Sid; =24, =... = Ay désignent ses valeurs propres (nécessairement réelles, distinctes ou non, et
qu'il est donc possible de classer par ordre décroissant), il existe P e Oy(R) ¢ GLy(R) telle que :

A, 0 - 0
0 A
P'mp=|. ? ou Diag(A;, Ay, ..., Ay).
0 - 0 Ay
Notons qu'il résulte immédiatement de cette égalité que P~ M* P = Diag(/llf , /1/2‘ y e PL/]‘\,)

b) Si la suite (M k) converge vers L, la suite (P‘l M* P) converge vers P! L P, et la suite des
matrices diagonales (Diag()tlf, )ng, e /\é‘v)) converge donc vers P~' L P.
Donc les suites (/1’1C ), (A’ZC), s (?Llfv) convergent et les valeurs propres de M sont dans | — 1, 1]

puisqu'une suite géométrique réelle k - AX converge si et seulement si —1 <A < 1.

Inversement, si Ay, A,, ..., Ay appartiennent a l'intervalle ] — 1, 1], deux cas se présentent :
- soit » = 0 : les valeurs propres Ay, A,, ..., Ay sont de valeur absolue strictement inférieure a 1.

Alors la suite (M k) = (P Diag(klf , Alz‘, s /\fv) P‘l) converge vers la matrice nulle : PO Pl=o.
-soit7 = 1 : 1 est valeur propre d'ordre de multiplicité », auquel casonad; = ... =A, =1et
les autres valeurs propres A,.,;, ..., Ay sont de valeur absolue strictement inférieure a 1.

L O)P‘I:L.
00

Dans ces deux cas (r =0 et 7 = 1), on a donc : L> = L, et L est une matrice de projection.

Alors la suite (M k) = (P Diag()tlf , /\é, s ?Llfv) P‘l) converge vers la matrice : P(




5°) Etude de la suite ((?L Iy + U)k) lorsque la matrice U est nilpotente et |A| < 1.
a) Si U est une matrice nilpotente appartenant a My (C) d'indice de nilpotence P, on a d'apres
la formule du binome (puisque U et Iy commutent) :
p—1
k

Vik=p, AIy+UY = Z( _)A’H’ U
iz '
Si || . || désigne une norme sur My (C), on en déduit par inégalité triangulaire :
p—1
k o
vkzp, om0 = Y (5w o
i=0

b)SiA =0, ona UF =0 pour k = p et la suite ((/\ Iy + U)k) = (Uk) converge bien vers 0.
Si0 < |A| < 1, la somme précédente est une somme finie de p termes, dont chacun d'eux tend
vers 0 lorsque & tend vers +oo puisquonapourO <i<p-—1:
|1
i!

A—i Ui
(f)|A|"‘l'||Ul’|| = k(k=1)...(k—i+ DA} == < K KON M

i!

Or, comme In(J]A|) < 0, la suite réelle k > k' (Al converge vers 0 (croissance comparée des
fonctions puissances et exponentielles).

Ainsi, la norme ||(/1 Iy + U)f || tend vers O car elle est majorée par une somme finie de p termes

tendant vers 0, et la suite matricielle ((/\ Iy+U )k) converge vers la matrice nulle.

6°) Recherche de la limite éventuelle d'une suite géométrique matricielle (M k)

a) Si la suite (M k) converge vers une matrice L € My (K), la suite (M 2 k) converge aussi vers L car
c'est une suite extraite de la suite convergente (M 2 k). Et comme on a également M 2% = M* M*,
la continuité du produit matriciel démontre que (M 2k ) converge vers L?.

Par unicité de la limite, on a L = L? et L est donc une matrice de projection.

b) On considére un vecteur y € Ker(M — Iy) () Im(M — Iy).
- Tl existe donc un vecteur x e KV tels que y = Mx — x et comme yeKer(M — Iy),onaM y = y.
Montrons maintenant par récurrence sur  la relation k y = M* x — x.
La relation est vraie pour £k = 0 et 1.
Etsiky = MFx—x,onakMy=M""x—Mxetcomme M y = yety=Mx—ux,il vient :
ky = M*'x—(y+x), donc: (k+1)y=M"*"x-x
La relation est donc établie, et si |||. ||| est subordonnée a une norme || . || de K¥, il vient :
ellyll = [|M* x = || < [|M* x| + thell = [[|p 5] 1] + el

- La suite (M k) ¢tant convergente, donc bornée, il existe CeR, tel que : V keN, |M k ||| <(C,et:

Iyl < %(|||M’f||| llxll + [1xl) < %(C+ 1) [Ixl.

En faisant tendre k vers +oo, on en déduit que ||y|| = 0, et donc y = 0.
Ainsi donc, Ker(M — Iy) () Im(M — Iy) = {0} et la somme de ces deux sous-espaces est directe.

- Il en résulte que : Ker(M — Iy) ® Im(M — Iy) = KY puisque le théoréme du rang donne alors :
dim(Ker(M — Iy)®Im(M — Iy)) = dim(Ker(M — Iy)) + dim(Im(M — Iy)) = N.



¢) D'apreés ce résultat, pour tout vecteur x e K", il existe deux vecteurs x; eKer(M —Iy) etx, € KN
tels que x = x; + Mx, — x,. Comme Mx, = x;, on a en multipliant cette relation par M* :
MFx=x; + M xy - MF x,.
Si P est la matrice de la projection sur le sous-espace Ker(M — Iy) dans la direction Im(M — Iy),
alors x; = Px de sorte qu'on a pour tout entier naturel & :
M* x = Px + M* xy — M* x,.
Et puisque M* tend vers L lorsque & tend vers +oco, M x tend vers Lx lorsque & tend vers +oo,
| < |||Mk - L||| [|Ix|| tend bien vers 0.

Le passage a la limite dans la relation précédente donne donc :
Lx = Px+ Lxy — Lx, = Px.
On a donc Lx = Px pour tout vecteur x, et donc la limite L = P est la projection sur Ker(M — Iy)
dans la direction Im(M — Iy).
Si 1 n'est pas valeur propre de M, alors Ker(M — Iy) = {0} et P est le projecteur nul : alors L = 0.

par exemple parce que ||Mk X - Lx|| = ||(Mk - L) x

7°) Conditions nécessaires de convergence d'une suite géométrique matricielle (M k)

a) Si A est valeur propre de M, il existe un vecteur propre x € CV (donc non nul) vérifiant Mx = A x.
Par récurrence immédiate, pour tout entier naturel k£, on a : M kx =2k x.
Comme M* converge vers L, M* x converge vers Lx ainsi qu'on I'a justifié¢ précédemment au 6°.
La suite (/\k x) converge vers Lx, et chacune des N composantes A* x; (1 < i < N) du vecteur A¥ x

converge donc vers la composante correspondante du vecteur Lx lorsque & tend vers +oo.
Comme x n'est pas nul, I'une de ses composantes au moins, Xj, par exemple, est non nulle.

En notant L = (Zi j), on voit qu'en particulier la suite complexe (PL/‘ xio) converge vers Z;vz | l,-0 X,

. k 1L <N ;.
et donc la suite complexe (/1 ) converge vers . D =1 [; A
0

Or une suite géométrique complexe ()Lk) converge si et seulement si :

- soit |A| < 1, auquel cas sa limite est nulle,

- soit A = 1, auquel cas elle est constante égale a 1.

Ce sont donc les seules valeurs propres possibles de M lorsque la suite (M k) est convergente.

b) On suppose que 1 est valeur propre de M et on désigne par r son ordre de multiplicité (ou » = 1).
- Siun vecteur x appartient a Ker(M — [ V)2, alors y=Mx—-xelm(M — Iy) (" Ker(M — Iy) car
M-Iy)yy=M - Iy)?x=0. D'apres la question 6.b), on a : Im(M — Iy) () Ker(M — Iy) = {0}.
Donc y = Mx —x =0, ce qui implique que x e Ker(M — Iy).
On en déduit que Ker(M — Iy)?> c Ker(M — Iy), et comme l'inclusion inverse est toujours vraie,
on obtient bien I'égalité Ker(M — Iy)? = Ker(M — Iy).

Raisonnons alors par récurrence pour montrer que Ker(M — [, N)k+1 = Ker(M -1, N)k pour k = 1.
Le résultat est vrai pour k£ = 1 puisqu'on vient de I'établir.

Supposons qu'il soit vrai au rang k et montrons que : Ker(M — Iy)¥*? = Ker(M — Iy)**1.

On a comme d'habitude l'inclusion : Ker(M — Iy)*! ¢ Ker(M — Iy)F*2.

Pour établir l'inclusion inverse, considérons un vecteur x € Ker(M — Iy)k+2.

Alors (M — In)f x e Ker(M — Iy)?, et puisqu'on a Ker(M — Iy)? = Ker(M — Iy), il en résulte que
(M — In)F xeKer(M — Iy), et donc x € Ker(M — Iy)**!. On a ainsi prouvé 1'égalité voulue.



Comme la suite (Ker(M -1 N)k) est pour k£ = 1 constante pour l'inclusion, on a en particulier,

si r désigne 1'ordre de multiplicité de la valeur propre 1 : Ker(M — Iy) = Ker(M — Iy)".

Ainsi, le sous-espace propre associé a 1 est égal au sous-espace caractéristique associé¢ a 1.

Or on sait que la dimension du sous-espace caractéristique associé€ a une valeur propre est ¢gale
a l'ordre de multiplicité de cette valeur propre, soit ici : dim(Ker(M — Iy)) =r.

8°) Conditions suffisantes de convergence d'une suite géométrique matricielle (M k)

a) On considere un C-espace vectoriel £ de dimension finie et on note fun endomorphisme de £
dont A est une valeur propre d'ordre de multiplicité r.
Pour établir que /' = Ker(f — AIdg)" est stable par f, soit x un vecteur de F' = Ker(f — A Idg)".
On adonc (f —Aldg) (x) =0, et a fortiori f o (f —Aldg)” (x) = 0. Et comme fet (f —Aldg)”
commutent puisque ce sont deux polyndmes en f, on en déduit que : (f —AIdg) e f(x) = 0.
Ainsi, on a donc : f(x) e F = Ker(f — AIdg)" et ce sous-espace est bien stable par f.

- Pour tout xe F' = Ker(f — Aldg)", on a évidemment (f — AIdg)" (x) = 0.
Donc si f et Idg sont les endomorphismes induits par f'et Idg sur F, on a ( f -A I&E)r =0, et

u= f~ — A1dg est nilpotent, de sorte qu'on a bien : f = A1dg + u o u € L(F) est nilpotent.

b) Dans cette sous-question, on suppose que M € My (C) a toutes ses valeurs propres A, A,, ..., A,
de module strictement inférieur a 1, et son polyndme caractéristique s'écrit :
X (X) = det(X Iy — M) = (X =2)1 (X =2,)"2 ... (X —2,)7.
D'apres le théoréme de Hamilton-Cayley, on sait que y /(M) = 0, de sorte qu'on en déduit :
XuM) =M =X IN)T (M =2, 1y)2 .. (X =2, [N)’P =0.
Sia # b, les polyndmes X — a et X — b sont premiers entre eux, et (X — a)? et (X — b)? aussi car
si deux €léments sont premiers entre eux, leurs puissances le sont aussi.
Ici, Ay, A,, ..., A, désignent les valeurs propres distinctes de M, et donc les polynémes (X — A;)"i

sont deux a deux premiers entre eux. Le théoréme des noyaux peut donc s'appliquer et donne :
CN =Ker(0) = Ker(M — A, Iy)'1 ®@Ker(M — 2, Iy)2 & ... @Ker(M — A, Iy)'?.

- Notons alors fT'endomorphisme de CV canoniquement associé a M.
D'apres a), ces p sous-espaces Ker(M — A; Iy)"i sont stables par £, et la matrice de f'dans une base
de CV obtenue par concaténation de bases des sous-espaces Ker(M — A; Iy)'i est donc diagonale
par blocs de dimensions respectives 7; puisque la dimension d'un sous-espace caractéristique est
égale a l'ordre de multiplicité de la valeur propre correspondante.
De plus, finduit sur chacun de ces p sous-espaces Ker(M — A; Iy)'i des endomorphismes qui sont
de la forme f = AId + u ol u est nilpotent. Donc chacun des p blocs diagonaux de la matrice de f
dans cette base est de la forme A; /,, + N; avec N; nilpotente de taille r;.
Finalement, si P désigne la matrice de passage de la base canonique a cette nouvelle base, on a :

Ay L + Ny 0 0

0 Az Ir2 +N2

PlMP=

0 O |2, L, +N,



Et par conséquent :

(A L, + V) 0 0
k
vk p 0 (A2 I, + V2) o
' @)
0 O | (Ap I, + Np)f
Comme on suppose dans cette question que toutes les valeurs propres A, A;, ..., A, de M sont

de module strictement inférieur a 1, la question 5 permet d'affirmer que tous ces blocs diagonaux
ont pour limite 0 quand k tend vers +oo, ce qui donne : lim M* = 0.

¢) On raisonne comme précédemment en tenant compte de : A; = 1 et de : dim(Ker(M — Iy)) = ry,
ce qui implique Ker(M — Iy) = Ker(M — Iy)"1 puisque le premier de ces sous-espaces est inclus
dans le second, et qu'ils ont donc méme dimension. L'égalité¢ obtenue en b) ci-dessus a l'aide du
théoréme de Hamilton-Cayley et du théoréme des noyaux donne maintenant :
CV = Ker(0) = Ker(M — Iy)1 @ Ker(M — A, Iy)2 @ ... ®Ker(M — Ay IN)FP
= Ker(M — Iy) @ Ker(M — 2, IN)2 & ... ®Ker(M — A, Iy)'P.
Sur Ker(M — Iy), 'endomorphisme induit par f, endomorphisme canoniquement associé a M, est

évidemment 1'identité, et sur les autres sous-espaces Ker(M — A; Iy)"i avec 2 < i < p, on raisonne
comme on l'a déja fait, ce qui justifie l'existence d'une matrice de passage P telle que :

[Vl 0 0
P_IMP: o Az Ir2 +N2
: . . 0
0 O |2, [rp +Np
- Et par conséquent :
I, 0 0
k
o p O (A2 L, + V,) ol
: ' 0
0] O |(Ap L, + N,)f

Comme |A,| < 1, ..., PLp| < 1, la question 5 montre que les p — 1 derniers blocs diagonaux ont
pour limite 0 quand k tend vers +co, ce qui donne : lim M k= PDiag([rl, o, ..., O) P

La limite n'est autre que la matrice de projection sur Ker(M — I) dans la direction de la somme
des sous-espaces caractéristiques Ker(M — A, Iy)2 @ ... ®@Ker(M — A, [ N)V P,

d) Montrons l'inclusion : Ker(M — A, [ V)& cImM — Iy) pour 2 < k < p.
SixeKer(M — A, Iy)* ,ona: (M -2, Iy) "k x =M — Iy + (1= A;) Iy)* x = 0.

r r o .
Comme r; > 1, ceci implique : (1 — A;)"% x + Zjlil ( l,c)(l — ) (M - Iy) x =0.
J

Dans le ), lI'indice j démarre a 1, ce qui établit que chacun des termes appartient a Im(M — Iy),
et comme il s'agit d'un sous-espace, la somme appartient aussi a Im(M — I).

Quitte a diviser par (1 — A;)'* qui n'est pas nul car |A;| < 1 pour2 <k < p,ona:xelm(M — Iy).
L'inclusion est ainsi prouvée.



- On en déduit I'inclusion Ker(M — 4, Iy)2 @ ... ®Ker(M -1, ], N)VP c ImM - Iy).
Par ailleurs, on a vu que : CV = Ker(M — Iy) ®Ker(M — A, Iy)2 @ ... ®Ker(M — Ap IN)FP.
I1 en résulte avec l'aide du théoréme du rang que :
dim(Ker(M — 4, IN)2 @ ... @Ker(M — A, Iy)?) = N — dim(Ker(M — Iy) = dim(Im(M — Iy)).
On en déduit 1'égalité : Ker(M — A, Iy)2 & ... ®Ker(M — Apl N)rp =ImM - Iy).
La limite n'est autre que la matrice de projection sur Ker(M — Iy) dans la direction de la somme
des sous-espaces caractéristiques Ker(M — A, Iy)2 @ ... @Ker(M - A, [ N)r P =Im(M - Iy), et

on retrouve ainsi le résultat de 6.c).

e) Si M e My(Q), il résulte des questions 7 et 8 que la suite géométrique matricielle (M k) converge
si et seulement si 1'une des deux situations suivantes est réalisée :
* toutes les valeurs propres de M sont de module strictement inférieur a 1.
Dans ce cas, la limite de la suite (M k) est la matrice nulle.

* ['une des valeurs propres de M est égale a 1, et si r est sa multiplicité, dim(Ker(M — Iy)) = r, et
toutes ses autres valeurs propres sont de module strictement inférieur a 1.
Dans ce cas, la limite de la suite (M k) est la matrice de la projection sur le sous-espace propre

Ker(M — Iy) dans la direction Im(M — Iy) qui lui est alors supplémentaire.

Notons que ce dernier résultat reste aussi valable dans le 1°' cas ou 1 n'est pas valeur propre de M,
puisque la matrice de la projection sur Ker(M — Iy) est alors la matrice nulle.




