Concours CPGE EPITA-IPSA-ESME

2023
Corrigé de I’épreuve de Mathématiques MP — MPI - PC — PSI

Soit I un intervalle de Retn € N :
— C™(I) désigne I'ensemble des fonctions de classe C" sur I et a valeurs dans R;

— C™P™(I) désigne I'ensemble des fonctions de classe C™ par morceaux sur I et a valeurs dans R ;

— C4. I'ensemble des fonctions de classe C" sur R, 27-périodiques et a valeurs dans R;
CyP™ I'ensemble des fonctions de classe C™ par morceaux sur R, 2m-périodiques et a valeurs dans R ;
n,pm

. ~ ~ h —h
— pour toute fonction f € C5.”™, on définit sa régularisée f par:Vz € R, f(z) = Airrb fl@+h) —;—f(x ) ;
—

— on pourra dire qu'une fonction est normalisée lorsqu’elle sera confondue avec sa régularisée ;

— I'ensemble des fonctions normalisées de C5""™ sera noté Cy, "™

Projection sur I'’espace des polyndmes trigonométriques

27
On considére I'application < ., . > définie par < f, g > = 5 f(t) g(t) dt pour f et g dans COP™(R).
T Jo
1. Vérifier que < ., . > est un produit scalaire sur CS,F.
2
— Vf,geCl., o f(t) g(t) dt est bien définie car f et g sont des fonctions continues sur [0, 27].
T
27 0
De plus o f(t)g(t) dt € R car f et g sont a valeurs réelles; ainsi < ., . > est une forme.
T Jo

1 2T 1 2T
— Vf,geCd, o s f@®)g(t) dt = %/0 g(t) f(t) dt par commutativité du produit dans R.

Ainsi < ., . > est symétrique.

1 27 1 27 1 27
— VAER Vi fag € Chh 5 [ OAOHR®) 0 dt =25 [ n®s® a5 [ R®0
i 0 271— 0 27T 0
par linéarité de l'intégrale.
Ainsi < ., . > est linéaire a gauche et donc bilinéaire (par symétrie).

i 1 27
— <., .> est définie positive car Vf € C9_, 7/ (f(t))? dt > 0 par positivité de I'intégrale;
21 0 S>>
>0
1 27
et de plus Vf € CY_, 7/ (f)?dt =0 = Vte[0,2n], f(t)=0
T Jo
car t +— (f(t))? est positive et continue sur [0, 27], d’oti par périodicité : f = Oco
< ., .> est donc un produit scalaire sur cg,, en tant que forme bilinéaire symétrique définie positive.

2. <.,.> est-il un produit scalaire sur C3*™ ? Justifier votre réponse.

T

Soit f la fonction telle que f(z) vaut 1 lorsque x est un multiple de 27 et 0 sinon.
Dés lors f € CoP™ et < f, f >= 0 mais f n’est pas la fonction nulle.

T
o , . : 0
Ainsi < ., . > n’est pas un produit scalaire sur Cy""™

3. Montrer que < ., . > est un produit scalaire sur Co/""™.

Un raisonnement analogue a la question 1 permet de montrer que < ., . > est une forme bilinéaire symétrique
et que Vf € CoP™, < f, f>>0.

27
Par ailleurs, considérons une fonction f € Co:P™ telle que < f, f >=0, il vient : / (f®)*dt=0
0
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Soit (ai, ..., a,) une subdivision de [0, 27| telle que f est continue sur ]a;, a;+1[ pour chaque i € [1,n — 1].

n—1 .q; a;t+1
Dés lors Z/ (f()?dt=0=Vie [1,n—1], / (f(t)?dt=0
i=1J @i a;
———
>0
. . C g . a; + ait1
Soit € > 0 tel que Vi € [1,n — 1], a; + & < a;+1 —¢&, c'est-a-dire que e < min ————),ona:
i€[1,n—1] 2
A;41—€
Vi€ [1,n — 1], (f)*>dt=0
ai+€

Par continuité de f sur les intervalles Ja;, a;+1[ pour n € [1,n —1] :

Vie[l,n—1], Vt€ [a; +¢€,a,41 —¢€], f(t)=0

Puisque I'on peut choisir € aussi proche de 0 que I'on veut : Vi € [1,n — 1], Vt €]a;, a;+1[, f(t) =0
fla;+h)+ f(a;—h) 0+0 0

Puisque f est normalisée : Vi € [1,n — 1], f(a;) = }llirr%)
s

Ce résultat reste valable pour a; = 0 et a,, = 27 par un argument de périodicité de f.
Ainsi Vt € [0,27], f(t) = 0 et par périodicité f est nulle sur R.

On muni C42P™ du produit scalaire < ., . >.
On note ||.]|, la norme associée a ce produit scalaire, définie par : Yf € Co ™, || fll, = V< f, f >.

On définit pour tout n € N, les fonctions de Co™ suivantes : ¢, : t — cos(nt) et s, : t — sin(nt).
On pose F,, = Vect(co,C1,---5Cny815---,8n) pour n € N.
4. Soit n € N, montrer que la famille (co,c1,...,¢n, S1,...,S,) est orthogonale.

— Soient p et ¢ deux entiers naturels distincts, alors :

1 [?"1

2m
<cp,Cqg>= %/0 cos(pt) cos(qt) dt = ), 3 (cos((p+ @)t) + cos((p — q)t)) dt

_ L {sin((p + q)t) N sin((p — q)t)rﬂ
47 D + q p—q

=0

car p+ q et p— q sont non nuls
0

— Soient p et ¢ deux entiers naturels distincts avec ¢ non nul, alors :

1 271’ 1 271' 1
<Cp, 8¢ >=— [ cos(pt)sin(qt) dt = — 5 (sin((p + @)t) +sin((p — q)t)) dt
1 t — 1™
= —— |:COS((p + q) ) + COS((p q> )] car p + q et p — g sont non nuls
4w p+gq pP—q 0
=0

— Soient p et g deux entiers naturels non nuls et distincts, alors :

27 ) ) 1 27 ‘ B B
<sp, sg> = /O sin(pt) sin(gt) dt /O L (eeslllo— 6)) — el ) ¥

T on 2
1 . - ¢ L ¢ 27
= — {sm((p Q) ) — bln((p—i—q) )] car p + g et p — ¢ sont non nuls
4m pP—q pP+q 0
=0

5. Déterminer la norme de c,, pour n € N puis celle de s,, pour n € N*.
En déduire une base orthonormée de F,, pour n € N.

1 [ 1
= ||co||§ =<¢o, €0 >= 5 0 (cos(0))? dt = 5277 =1 donc ||cofly =1
1 1 (%™ 1+ cos(2nt) 1 sin(2nt) 1?1
— Vn e N*, n2:7/ Ndt=— | /2 gr= — |t+— | =2
" lenllz = 57 - (cos(nt)) or J, 2 w ' T |, T2
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donc Vn € N*, ¢y, =

V2
17 1 2™ 1— cos(2nt 1 in(2nt)]°>" 1
— Vne N, ||sn\|§:—/ (sin(nt)? dt = —— [ L1zeos@nb) 4, L J,_ sin@et) 71
21 Jo 21 Jo 2 47 2n 0 2
1
donc Vn € N*, |[|s,|l, = —=
V2

Finalement, (co, V21, ..V 2e0,V 251, .. ., \/isn) est une base orthonormée de F,.

6. Soit f € COpm et n € N, déterminer une expression de p,,(f), la projection orthogonale de f sur F,.

(co, V2ei,... .V 20,V 251, ..., \[25”) étant une base orthonormée de F,

pn(f>:<faCO>CO+Z(<f7\/Eck>\/§ck+<f,\/§8k>\/§sk>
k=1

Finalementpn(f):<f,co>CO+Z(2<f,ck>ck+2<f,sk>sk) et donc

k=1
2

1 2m n 1 2m 1 . )
Ve € R, po(f)(z) = — ) f@) dt+z (7T A f(t) cos(kt) dt cos(kz) + — f(t)sin(kt) dt sm(kx))
k=1

2T ™ Jo

2 Coefficients et série de Fourier

Soit f de COP™, on définit (ayn(f))nen et (bn(f))nen+ les coefficients de Fourier de f par :

2w
VneN | a,(f) = % f(t) cos(nt) dt
0
27
Vn e N, bo(f) =~ [ £(t)sin(nt) dt
T Jo

On définit également S(f) la série de Fourier de f par :

“+o0

Ve e R, S(f)(x) = ao Z ) cos(kx) + by (f) sin(kx))
k=1

et S,,(f) la fonction définie par : Vo € R, S,,(f)(z) = + Z ay(f) cos(kx) + b (f) sin(kx)) pour tout

entier n € N.

7. Soit f € C9:P™, montrer que :
— si f est impaire alors Vn € N, a,(f) =0;
— si f est paire alors Vn € N*, b, (f) =0.

— si f est impaire alors Vn € N, a,(f) =0 car :
2

Vn € N, /27r f(t) cos(nt) dt = /Tr f(t) cos(nt) dt + f(t) cos(nt) dt posons u = 27 — ¢
0 0

us

™ 0
= / f(t) cos(nt) dt — / f@2m —u) cos(2nm — nu)) du
0 T S~
=f(-w)=—f(u)  =cos(nu)

:/0 f(t) cos(nt) dt —/0 f(u) cos(nu) du =0
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— si f est paire alors Vn € N*, b, (f) =0 car :

27 T 2
Vn € N¥, f(t)sin(nt) dt = / f(t)sin(nt) dt + f(t)sin(nt) dt posons u = 27 — ¢
0 0 ™
T 0
= / f(t)sin(nt) dt — / f@2m —w) sin(2nw — nu) du
\W—’ —

—u)=f(u) =-—sin(nu)

/f sin(nt) dt — /f )sin(nu) du =0

b

8. Soit f € C*([a,b]) et  un réel strictement positif. Montrer que HIJ'I_I / f(t)e'™ dt = 0.
TrT—r—+0o0 a

Que peut-on en déduire concernant (a,(f))nen et (bn(f))nen pour une fonction f € C3. ?

En procédant a une mtegratlon par partles

/f et dt = [ m} /f _;( ¢iot] /f cit dt)

< (If(b)l + \f(a)|+/a 1f(®)] dt) —— 0carVte o], [ =1

Dés lors : Yelwt dt

constant

b
. . 1xt _
Finalement rgToo/a f@®)e* dt=0
b b
. - . _ . . _
Ainsi V[a,b] C R, nEIEwA f(t) cos(nt) dt =0 et nEIEwA f(t)sin(nt) dt =0

En appliquant ce résultat a une fonction 27-périodique et sur l'intervalle [0, 27], on obtient que (a,(f))nen et
(b (f))nen convergent vers 0.

3 Intégrale de Dirichlet

2 sin((2n+ 1)t 2 sin((2n + 1)t
On définit les intégrales suivantes : Vn € N, [,, = / w dt et J,, = / w dt.
0 0

sin (t) t
9. Montrer que (I, )nen est constante et que lim [, = T
n—-+oo 2
2 sin((2n +3)t) —sin((2n + 1) ¢ z 2n + 2) t) sin (¢
VneN, In+1_In:/ sin((2n + 3)t) — sin((2n + )>dt:2/ cos((n?i— ))Sm<)dt
0 sin (t) sin (t)

|

JE T

2 gint 2
Ainsi (I,)nen est constante et vaut Iy = / & dt = / 1dt = = donc lim I, = T
o sint 0 2 2

t—sint
tsint

t—sint
— t— -sm est C! G 0, ED
tsint 2

—\ﬁe[—ﬁ 7]\{} t—sint _t—t+5+0(t) L +ot®) _ L+o()
272 ’ tsint t(t + o(t?)) 2+o(t3) 1

_ (é n o(t)) (1+o(t) = é +o(t)

10. Montrer que t >

est prolongeable en une fonction de C? ({0, gD et préciser le prolongement.

1
Ainsi f est prolongeable en une fonction C! ({0, gD en posant f(0) =0 et f(0) = 6

11. Déterminer lim (I, — J,). En déduire que lim J, = il
n—-+o0o 2

n—-+oo
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12.

4

% sin((2n + 1)t % sin((2n + 1)t 3 t—sint
WENQ_%:/ﬁﬂQﬁQJ@_/§HQQ;Q&:/ ST Gin((2n + 1)t) dt
0 sint 0 t o tsint

t —sint
s est prolongeable en une fonction de C! ([O, gD d’aprés la question 10

Ort—
Ainsi en exploitant le résultat de la question 8 appliqué a la fonction ainsi prolongée :

Z ¢ —sint
/ &sin((2n+l))dt4>0
0

tsint n—-+oco

Dés lors lim (I, — Jp) =

n—-+oo

t
De plus d'aprés la question 9, en effectuant le changement de variable u = 3 on obtient :

2 sin((2n+1
VneN,/ (o D) o
0 2sinu

ol

T
dt convergent vers 7

+oo : +oco
sint sint
En déduire que / —— dt converge puis que / — dt =
0 t 0 2
sint . p
— t — est continue sur |0, A] pour tout réel A > 0.
sint
= = ¥ 1 donc la fonction est intégrable au voisinage de 0.
A . A A
sint cost cos(t
— soit A > 1, en procédant a une intégration par parties on obtient/ —~ dt = [_t} —/ t2( ) dt.
1 1 1
“+o0o
cos(t) cos A 1
De plus dt est absolument convergente et |— —
plu /1 2 umen nvergen 1S4 o
+oo o
sint
Ainsi/ ~ dt est convergente.
1
—+o0
sint
Donc / —~ dt converge.
0
—+oo nZ
sint 2 sint 3 sin nu t
—— dt = lim —— dt = lim ( wdu en posant u = —
0 t n—+oo J t n—+oo [ n
T sin((2n + 1)t
Or (/ M dt) est une suite extraite de ( u) donc elles ont méme limite.
0 nen neN
> sint T
On déduit de la question 11 que — dt = = —.
0 t n—>+oo 2

Théoreme de Dirichlet

lpm

I On fixe dans cette partie z € Ret f € ;7.

1 n
13. Soit u un réel qui n'est pas un multiple de 27. Montrer que Yn € N*, 3 + Zcos(ku) =

sin((n + %) u) .

— 2sin (%)

n "o L 1 _ einu A
* _ iku | _ iu\k | _ 1 U
Vn € N¥, E cos(ku)Re(kgle )Re(E (e™) )Re(l_eiue ) care™ # 1

k=1
_ Re ei""/Q(e_i”u/2 — einu/2> ¢ ) — Re Mei“
= eiu/2(e=iu/2 _ giu/2) - eiv/2 sin(u/2)

_he et/ 2 gin (na /2) ~cos((n + 1)u/2) sin(nu/2)
=R ( sin(u/2) ) B sin(u/2)
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sin((n + 1)u/2 + nu/2) — sin((n + 1)u/2 — nu/2)

Vn € N*, Zcos(ku) =

1 2sin(u/2)
_ sin((2n + 1)u/2) — sin(u/2) _ sin((n + 1/2)u) 1
. 25111(“/2).) X 2sin(u/2) 2
Finalement Vn € N*, % s Zcos(ku) = W

Il était également possible de montrer ce résultat par récurrence.

14. Montrer que Yn € N, S, (f)(z) = 1 /Tr Sm((;b;%l(i)_ w) f(u) du.

m™J- 2

n

) cos(kz) + by (f) sin(kz))

Sn(f) (@

k 1
27 2 2
/ f@t) dt + Z ( / f(t) cos(kt) dt cos(kz) + / f(t)sin(kt) dt sm(kx))
d'ol par 27- per|0d|C|te

/f dt—i—Z( / f(t) cos(kt) dt cos(kz) + /f (t) sin(kt) dtsm(km))

== /7; (2 + kz::l (cos(kt) cos(kzx) + sin(kt) sin(k:z:))) f(t)dt

™

- %/W (1 + zn:cos(k(l' — t))) f(t) dt et d'apres la question 13
1" sin((n+3) (z — )
_7[w ZSm(w t) F(¢) dt

2

T 1 T o 1
15. En déduire que Vn € N, S,,(f)(z) = f/ M}‘Oﬂ—x) du = l/ wf(x—u) du.

— Su(f)(z) = l/j Fl{=-) @ =) f(u) du posons u = = +t

m 2sm(9‘2“)
_ 1 [ sin(=(n+3)¢) 1 [ sin((n+3)¢)
2L e [ S e

T g 1 i 1
= l/ M flz+1t) dt cart — M f(z +t) est 2m-périodique

T 2sin (3) 2sin (%)
— su(w = & [~ =L CE0) g
_ i/;jfwﬂx_t) dt en posant u =z — ¢
- ;/_Z W e =14) 6 @ 6= W f(x — 1) est 2m-périodique

16. Conclure que Vn € N, S, (f)(z) = 1 /07r w (flu+2)+ f(z —u)) du.
i ((n-l—

™ QSin( )

) ] 1 (™ sin )u)
En sommant les deux relations de la question 15 : 25, (f)(z) = —/ ﬁ (flut+2)+f(r—u)) du
- sin

NI [ho)—

™

I o=

De plus u +— M (f(u+z)+ f(x — u)) est paire donc :
2sin (5)
5,000 =25 [ D (1t a4 g0 )

)

DIL o)
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17. On considére la fonction h définie par :

Vu €]0, 7], h(u) = g
2

1 (f(a:+u) +f@—u) f@))

Montrer que h est prolongeable en une fonction continue par morceaux sur [0, 7].

On pourra noter f(zt) = tgg_l+ ft) et f(x7) = tljﬂ? f(2).

feru+ flzmu) f(z) I'est également, donc h est C1P™(]0, 7]).

f étant C*P™(R), u 5
Vu €]0, 7], h(u) = s (f(x+u) ‘gf(:c —u) —f(m))

1
L (M flemu) -G i)

par définition de f

2
_ (f($+U)—f(w+) St (zw) = f=T)

u (—u)

-

) o X () = £

Ainsi h est prolongeable en une fonction continue par morceaux sur [0, 7] en posant h(0) = f'(z %) — f'(z7).

On admet, pour la question 18 uniquement, le lemme de Riemann-Lebesgue :

vf e %™ ([a,b]), lim /f et dt = 0

T—r+0o0

18. Montrer que Vn € N, S, (f)(z) — f(z) = 717/; h(u) sin <<n + ;) u) du puis que S(f)(z) = f(x).

i/oﬂh(u) Sjn((n—i—;) u) du = ;/0” sin((;b:j)U) (f(at+u)42rf(ac—u) —f(ac)) du

2

_1/” sin((n+ 3) u) (f(w+u)+f(w—u)) du_ @) / sin((n+3)w) 4

T sin 4 2 T sin 4 Y
= Tsin((n+ 3 % sin((2n + 1)t
= 5,(f)(z) = f(z) car / M du = 2/ w dt = 7 d’apres la question 9
0 S 5 =3  Jo sint

De plus, on a vu en question 17 que h était prolongeable en une fonction continue par morceaux sur [0, 7].

En appliquant le lemme de Riemann-Lebesgue a la fonction h, on obtient que lirf (Sn(f)(x) - f(x)) =0
n—+0o0o
doii lim_S,()(z) = [(a) et 5(/)(a) = ).

Etude d’une fonction auxiliaire

+oo +o0 +o0
t t t
On définit a présent F : x |—>/ cos(x ) dt, G : z — / M dt et H : 7+ / cos(t) dt.
(1+1t2)2 o (1+¢2)?2

19. Montrer que F est définie sur R, continue sur R et paire.

cos(xt)
1+¢2

cos(xt)

1+¢2

— soitt € RY, 2 +— est continue sur R.

— soitz € R, t—

est continue par morceaux sur RT.

cos(xt)
1+41¢2

— V(z,t) e R x RT, < — qui est intégrable au voisinage de +o0.

2

Deés lors le théoreme de continuité nous permet d'affirmer que F' est définie et continue sur R.
Enfin F est paire car cos est paire.

20. Montrer que Vz € R}, F(x) = fG( ).
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Procédons a une intégration par parties :
g +oo +oo g +oo g
S t —2ts t 2 ts t 2
Vr R, F(z) = |20 _/ Mdt:,/ tsin(@t) gy~ 26
z(1+t2) |, o z(1+1¢2)2 z )y (1+1t2)2
Cette intégration par partie est valide car :

i t
— M est définie en 0.
(1 + t2)
i t i t
_ ) o L e b @ o
t—+oo | (1 +12)|  to+oo (1 + 2) t—+oo z(1 + ¢2)

21. Montrer que G est dérivable sur RY. et que Vo € R, G'(z) = F(z) — H(z).

t sin(zt)
. + 1 *
— soitt € R ,me est dans C*(RY).
) t sin(xt) ) tsin(at) 1
* 4 + +
— soitz eRY, t— m est intégrable sur R™ car Vt € R™, m S
0 ([ tsin(axt t2 cos(xt
— soit x € ]R_*H t— 7 ((ff(;)l) = (1C—(;bt(§;)2) est continue par morceaux sur RT.
L
12 t t2 2 1
— soitz €RY ett e RT, (1Cislf2$)2> NETRE < A= 3 intégrable au voisinage de +oo.

Dés lors le théoréme de dérivation nous informe du caractére C'(R% ) de G et que :

T 2 cos(z 1R 2) cos(x T cos(z
VxEMJGhﬂ:A t(tﬂnzA “+t)<”m—[: ((t)mzpm»—H@)

(1412)2 (141¢2)2 1+12)2

22. Montrer que H est dérivable sur RY et que Vz € RY, H'(z) = —G(z).

: cos(xt)
— soitt e RT, . — t C1(R*
soit t € 7 1+ est C(R})
t t 1
— soitz € R, t — L(x) est intégrable sur R car Vt € ]R*, L(x) < —.
(1+12)? (182)2| S ¢4
0 t t si t
— soit x € Ri, t— 7 (m> = —(1512(:2))2 est continue par morceaux sur RT.
t si t t
— soit x € R} ett e R*, |- (181—2(:2))2 < i+ 27 < B intégrable au voisinage de +o0.

Deés lors le théoréme de dérivation nous informe du caractére C* sur R?% de H et que :

t sin(xt)

m dt = —G(z)

+oo
WGW,E@:/ -
0

23. En déduire que F est dans C*(RY.) et que Vz € R}, F'(z) = F(x).

2
Ve e RY, F(x) = ;G(az) or G est dérivable sur R% donc F |'est également et :
2 2 1 2 1
Ve e R, F'(z) = _EG(@ + ;G’(m) = —EF(l‘) + ;(F(x) — H(z)) = ;F(x) — —H(x)
F et H étant dérivables sur R* , F' est deux fois dérivable sur R* et :
N 1 1 2 2
Vz e R, F'(z) = —;F(m) + ;F’(m) + ﬁH(x) — ;H’(w)

2

——5F(@)+ 2 (270 - 2H() ) + ZH() + 26() = 26() = Fo)

Dés lors I est continue sur R et F € C*(RY).

24. Montrer que F' est bornée sur R et en déduire que Vo € R, F(z) = ge_m.
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tee ™
Vz € R, |F(z)| < / dt = [arctant]; > = > donc F est bornée sur R.
0

1+¢2
On adeplusVz € R, F"(z) = F(x) d’aprés la question 23, donc 34, B € R, Vz € R}, F(z) = Ae"+Be™".
Puisque F' est bornée, I'étude de la limite en +00 impose A = 0.
La relation reste vraie en 0 (car F'y est continue d'apres la question 19), ainsi F'(0) = B.

Par ailleurs F'(0) /+00 L dt = Z, ainsi Vz € R* F(x) Moo
= —_, X ) Tr) = —<e€ 5
o 1+ 2 2
0
Enfin d'aprés | tion 19, I est paire d R™, Fz) =F(—x)= —¢€"
nfin d'apres la question 19, F est paire donc Vz € R™, F(x) (—z) 5¢
>0
Finalement V2 € R, F(z) = ge*m.
6 Un développement en série de Fourier
1
Soient a > 0 et f la fonction définie par Va € R, f(x n;oo fn(x) avecVn € Z, fn, : x — @+ 2nm)2 1 da2
+oo
25. Montrer que z +— Z (@) + fon(2)) et z — Z(fT’L(:c) + f.,.(x)) convergent normalement sur [—2m, 27].
n=1
1 1

— Soitn > 1 et x € [—2m, 27],

(@) + f-nl@)l = (z + 2nm)? + 4a? + (2nm — x)? + 4a?
Orz+2nt> 2n+2nm=2(n—)r >0et2nm—2 > 2nm —2r =2(n — 1) > 0
1 1

Ainsi [ fu(2) + f-n(a)| < : -
1

2(n—1)7)2+4a2  2((n—1)m)2 +a2
De plus LS S
2((n—=Dm ) ta

3 a2 donc x — Z fn(x) + f—n(x)) converge normalement sur [—27, 27].

n=1

est le terme général d'une série a termes positifs convergente car équivalent

1@) + 1 @) < ot Brv=q]
((z +2nm)2 +4a?)”  ((2n7 — )2 + 4a?)
Or z + 2nm > 27T—|—2n7r—2(n—1) >0et2nr—x>22nm—2r=2(n— )T >0
2 2nm — 2 (4 4 1
Ainsi |£(z) + ., (2)| < 2 (|z + 2nx| +| nmw — x|) < (4nm + 4m) 8(n+ 1)m

((2(n — D)m)2 +4a2)® ((2(n — 1)m)2 + 4a?)? - ((2(n — 1)7)2 + 4a2)?
8(n+1)m
((2(n — 1)7)2 + 4a2)?
+oo

— Soit n > 1 et x € [—2m, 27],

De plus

est le terme général d'une série 3 termes positifs convergente car équi-
Gelin ) — o darie Z (fi(x) + f.,(x)) converge normalement sur [—2m, 2]
2n3ﬂ_3’ n —-n g b .
26. Montrer que f est définie sur R et f € C'([-2m, 27]).

— VzeR, f(z) +Z Fa(®@) + f-n(2))

n=1
1 1 1 1 1
or _ = ~ =
fn(@) + fon(2) (x + 2nm)? + 4a? * (x — 2nm)? + 4a? n—too 4n27? * dn2m2  2n2m?
donc cette série a termes positifs est convergente d'aprés la régle des équivalents et d'aprés Riemann.
Ainsi f est définie sur R.

— Ona:
— T fo( ) et Vn € N*, 2+ f,(2) + f_n(z) sont dans C*([—2m, 27]).

— T Z fn(x) + fon(x)) converge simplement sur [—2m, 27] d'aprés la question 25.

— T Z (fi(x) + f.,(x)) converge uniformément sur [—27,27] d'aprés la question 25.
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Donc f € C*([—2r, 27)).
27. Montrer que f est paire, 27-périodique et dans C**™(R).

— Ve eR, f(-z +an )+ fon(—2 +Zf_ ) + fn(@) = f(2)

Donc f est paire.

+oo
— Vz eR, f(z+2m) = Z fo(z +27) = Z fr1(z Z fa(z) = f(2)

n=—oo n=-—oo n=—oo

Donc f est 27-périodique.
— Comme f € C*([~2m, 27]), on en déduit par périodicité (de f et donc aussi f') que f est dans C**™(R).

1 [T cos(2nat
28. Déterminer b, (f) pour n € N* et montrer que : Vn € N, a,(f) = —/ M dt.

w™a 0 ].+t

f est paire, continue sur R et périodique d'aprés |la question 27, donc d’aprés la question 7 : Vn € N*, b,,(f) = 0.

Par ailleurs,

1 2w +oo
VneN, ay(f) = — t)
n an(f) 7T/O ka ) cos(nt)

k=—o0

1 2 +oo
= */ (fo(t) + Z(fk(t) + fk(ﬂ)) cos(nt) di
TJo k=1

or d'aprés la question 25 la série converge normalement et donc uniformément sur [0, 27]

= % < O fo(t) cos(nt) dt+2/ t) + f-x(t)) cos(nt) dt)

1 o .
== ( fo(t) cos(nt) dt + Z ( fr(t) cos(nt) dt + Fou(t) cos(nt) dt))

T k=1 0 o

1 +oo o
== % / fr(t) cos(nt) dt

T 0

k=—oo0
+o0 Die

1 cos(nt)
B oz aa2 —t4 2%

u kZ /0 (t + Qkﬂ)2 + 4a2 posons u 4 T

1 /2(k+1)n cos(n(u — 2k)) )
=— cos(n(u —2km))

T g ="oo /2km u? + 4a?

RIS 2(k+1)m

1
i / M du par 27-périodicité

T k=—o00 2km u® + 4a

1 [t cos(nu) 1 [t —
:;/—oo mdu:;[w m2adtenposantu:2at

Finalement Vn € N, a,(f) = dt par parité.

1 /+°° cos(2nat) T 1 /+°° cos(2nat)

2ma ?2+1  ma J, 1+ ¢2

29. En déduire une expression simple de a,(f) puis le développement en série de Fourier de f.
D'apres la question 28, Vn € N*, b,,(f) = 0. De plus :

1 [* cos(2nat 1 1
VneN, an(f) =— cos(2nat) dt = —F(2na) = — T e-l2nal d’aprés la question 24
at Jo am am 2

1
Ainsi Vn € N, a,(f) = 2—6_2"“ car a > 0.
a
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30.

+oo
1 1
On en déduit le développement en série de Fourier de f : Va € R, S(f)(x) = — + Z —e~ 2" cos(nz).
4a — 2a
~ X1 ch(r)
Justifier que Vz € R, S(f)(x) = f(z) et en déduire que n; 1 Sh(ﬂ')ﬂ—.
D’aprés la question 27, f € C1P™(R) donc d'apres la question 18 : Vz € R, S(f)(z) = f(x).
Puisque f est continue sur [—27, 27] on en déduit que Vz € [—27, 27], f(z) = f(x),
ainsi Vz € [—2m,27], S(f)(z) = f(z).
+o00 1 1 +o00 1
De plus £(0 nz 4a® + 4n272 4 Z: a? + n?n?
“+oo “+oo
1 1 —2na 1 1 —2a\™ 1 1 1 —2a
t = — — = — e -
et S((0) 4a+n§::12a6 1a +2a (e ) LT i
B i 1 P S 1 20,_’_2672(1 - i 1+672a
T 2a\2  1-e" 1—e—2a ~da\l-—e 2
_ 1 e +e7 )\ 1 Zcha
" da \ e (e® —e=9) ) 4aZsh(a)
+0o e
. 1 lch(a) ,, . 1 1 1 ch(m)
Ainsi n;w PR abh(a)' d'ol en évaluant en a = 7 : = :Z T = ;Sh(ﬂ')
™

+00
1 h
Finalement, Z n2+1 :hE;
™

Fin du corrigé
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