Concours CPGE EPITA/IPSA/ESME 2020

Corrigé de I'épreuve de mathématiques PT - TSI (3h)

m PARTIE I : ETUDE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE

1°) Résultats préliminaires

a) La série géométrique > x" converge si et seulement si |x| < 1 et diverge grossiérement sinon.
La série entiére suivante a donc pour rayon de convergence R = 1 et a pour somme si |x| < 1 :
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On sait qu'une série enticre se dérive terme a terme sur | — R, R[, et la série-dérivée a méme rayon
de convergence. Les séries entieres suivantes ont donc pour rayon de convergence R = 1 et :
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b) On a donc : L _ Lyte (l)n =1g (l) = L etil en résulte que :
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c¢) En exploitant les résultats de (a), on obtient :
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On note alors que :
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De cette derniere égalité résulte maintenant que :
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2°) Calcul direct de l'espérance et de la variance de X
a) D'apres les résultats de convergence et les calculs de sommes de la question 1°, on a:
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b) L'espérance de X, si elle existe, est la somme de la série suivante :
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La convergence déja établie de ces dermeres séries 1mp11que la convergence des précédentes.
Ainsi donc,ona: [E(X) = =

c) D'apres les résultats précédents de la question 1°, on a :
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d) L'espérance de X2, si elle existe, est la somme de la série suivante :
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On en déduit que.W(X)—[E(X) €2 =2 -(2f =2,

3°) Calcul de l'espérance de X a l'aide d'une fonction auxiliaire
. r n r . r r . .
a) On peut reconnaitre dans la série proposée 3, xzz—n une série géométrique de raison %

Ainsi, elle converge absolument pour x> < 2 ou |x| < V2 et diverge grossiérement sinon.

Son rayon de convergence est R = V2 (ce qu'on peut aussi obtenir par la régle d'Alembert) et :
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b) Compte tenu du résultat obtenu ci-dessus, le calcul suivant donne a la fois la convergence de
la série suivante pour |x| < V 2 et sa somme :
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¢) On sait qu'on peut dériver terme a terme une série entiere sur son intervalle de convergence.
Pour |x] < V2, on adonc :

T 4x+6x*—x
G'(x) = Z AP(X =m)x" ! = =

En faisant x = 1, on obtient : [E(X) = 2;201 nP(X =n)= g, ce qu'on avait déja obtenu.

d) De méme, on peut redériver terme a terme la série enti¢re sur son intervalle de convergence.
Pour |x| < V2, onadonc:

+00
G'(x) = Y n(n-1PX =mx"".
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En faisant x = 1, on obtient donc : G”(1) = 3.’} n(n — 1) P(X = n) = E(X(X - 1)).

Cette dernicre égalité résulte en effet du théoréme de transfert, et comme G”(1) = 24, on a:
E(X(X - 1)) = E(X?) - E(X) = 24.
On en déduit : E(X?) = E(X(X = 1) + E(X) = 24+ 7 = 27, et on retrouve de méme V().

m PARTIE II : ETUDE D'UNE MARCHE ALEATOIRE

4°) Etude d'une suite de variables aléatoires (X))
a) D'aprés les régles de la marche aléatoire, on a [P( ano)(Xn +1 = B) =0 puisqu'on ne peut aller

depuis l'origine O a un point du bord en une seule étape.
Selon les mémes régles, on a [P(anl)(XnH =B) = j—‘ et [P(anz)(XnH =B) = % puisque :

- a partir de tout point noté 1, un seul chemin sur quatre conduit a un point noté B,
- a partir de tout point noté 2, deux chemins sur quatre conduisent a un point noté B.
Enfin, [P( X, = B)(Xn +1 = B) = 1 puisqu'une fois parvenu en un point du bord, on y reste.

Appliquons la formule des probabilités totales avec le systétme complet formé des événements
X, =0), (X, =1), (X, =2), (X, = B), ce qui conduit successivement a :
P(X,1 = B) = PUY, = 0Py o)Xt = B) +PLX, = DP(y, (X, = B)

HPXy =2)Py, _0)(Xs1 = B) + P(Xo = B)P(y _py(Xps1 = B)

1 1
= —P(X, = 1)+ -P(X, = 2) + P(X, = B).
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b) De méme, les régles de la marche aléatoire conduisent a :

1
) (Xng1 =2) = 2’ Pixy=2)Xns1 =2) =0, Py _p)( X1 =2)=0.

A nouveau, la formule des probabilités totales donne :
P(X,1 =2) = P(Xy = 0Py (X1 =2)+P(Xy = DP(y (X1 =2)

+P(X, =2) [P(anz)(XnH =2)+P(X, = B) [P(Xn:B)(‘Xn+1 =2)

P(x,=0)Xns1 =2 =0, Py

n=1

1
= —P(X, = 1).
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¢) En procédant de méme, on obtient encore :
P(X,1 = 1) = PX, = OP(y (X1 = D +PX, = DP( _(Xy = 1)

+HP(Xy = )Py ) (Xps1 = D +PXy = BYP(y _py( Xy = 1)
=P(X, =0) + l[P(Xn =2).

P(X,41 = 0) = P(X, = 0) [P<X L0 Xe1 = 0) + PO = DP(y _)(Xyey = 0)
P, =2 P(y (X1 = 0)+ P, = BIP(y _gy(Xpsy = 0)

= l[P(X,, =1).
4
d) En regroupant ces résultats, on obtient donc pour tout entier naturel 7 :
P (X411 =0) 0 1/4 0 0)(PX,=0)
PXyp=D | [1 0 1/2 0[] P(X,=1)
PX,, =2 [01/2 0o ollPwx,=2) |
P(X,.; =B) 0 1/4 1/2 1)\P(X,=B)

5°) Diagonalisation de la matrice M
al) Le vecteur propre U, associé¢ a A = 1 de derniére composante égale a 1 vérifie :

01/4 0 O

10 1/2 0]y y

01/2 0 0|z z

01/4 1/2 1 1 1
On résout donc : x—— 0, x— y+——0 ——z—O §+§ 0.

On en déduit que les composantes de U sont (0,0,0,1).

a2) le vecteur propre U, associ¢ a A = + —L de derniéres composantes —6 +4 V2 et 1 vérifie :

V2
0 1/4 0 O X X
1 0 1/2 0 y 1 y
0 1/2 0 Off-6+4v2 | 7 |-6+4V2
0 1/4 1/2 1 1 1
: P S - Y _3_ Y_4_ Y_o_3
Onresoutdonc.ﬁ 4—0,x \/?—3 2\/?,2—4 3\/7,4—2 2\/?.
On en déduit que les composantes de U, sont (—3 +2v2,8-6V2,-6+4V2, 1).
a3) le vecteur propre U; associ¢ a A = — % de derni¢res composantes —6 — 4 V2 et vérifie :
0 1/4 0 O X X
1 0 1/2 0 y - y
01/2 0 0||l-6-4+2 | NG} —6-4V2
0 1/4 1/2 1 1 1
: XY Y _ Y _ Y _ 3
Onresoutdonc.\/?+4 O,x1+\/7 3+2\/?,2 4+3\/7,4 2+2\/?.

On en déduit que les composantes de U sont (—3 -2 \/?, 8+6 \/?, -6-4 \/?, 1).



a4) le vecteur propre U, associé a A = 0 de derniere composante 1 vérifie :
0 1/4 0 O0)\(x 0

1o 120fxy| o

01/2 0 oflz| 1o

0 1/4 1/2 1)\1 0
Onrésoutdonc:%:O,x+§:O,%zO,i’+§:—l.

On en déduit que les composantes de U, sont (1, 0, -2, 1).

b) La matrice M étant d'ordre 4 et ayant 4 valeurs propres réelles distinctes est diagonalisable.
De plus, une matrice de passage de la base canonique a une base de vecteurs propres de M est :

0 -3+2v2 -3-2v2 1
0 8-6V2 8+6V2 0

0 —6+4V2 —6-4v2 -2 |
1 1 1 1
On en déduit aussitot la relation : D = P~ M P avec D = Diag(l,

6°) Lois des variables aléatoires X,
a) D'apres les regles de la marche aléatoire, les composantes de ¥, sont (1, 0, 0, 0).

D'apres la question 4°, ona V, .| = M V,, d'ou par récurrence immédiate V,, = M" V,.
D'aprés la question 5°,onaM = PD P!, dou ¥, =(PDP')' Vy = PD" P~ 1.

b) Comme les composantes de V{, sont 1, 0, 0, 0, le systeme P X =V, s'écrit :

(-3+2V2 )0 —(3+2V2)x3+x4 = 1
(8-6V2)x,+(8+6V2)x; = 0

(-6 +4V2)x,—(6+4V2)x3-2x4= 0

X1 +Xy+X3+Xy = 0

En retirant 2 fois (1) a (3), on obtient : 2x4, = 1 et x4 = %, ce qui ramene au systéme suivant :
(-3+2V2)xn-(3+2V2)x; =
(4-3V2)x+(4+3V2)x; = 0

X] + Xy + X3 = —%

_ 322
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Les deux premiéres équations donnent x, = , et il reste alors x; = 1.

_@m

¢) Comme I'égalité P X = ¥ est équivalente a 'égalité X = P~! I, on en déduit aussitot que

_32vV2 3-2v2 1
4 b b

les composantes du vecteur P~ 7, sont 1, 7 >




La relation V,, = P D" P~! V/; s'écrit maintenant avec n > 1 (pour avoir 0" = 0) :

1 0 0 0 1
P, =0y (0 -3+2V2 -3-2v2 1 o(—Ly o olliaE
o |PE=D]_lo 8-6V2 8+6V2 0 V2 4
n = _ - 3-2vV2
PXa=21 10 —6+4v2 -6-4v2 2|0 0 (—jfy Ol ——%—
PXa=B)) | I I 1 |
0 0 0 0 0
Ce qui conduit, toujours pourn = 1, a:
1
P (X, =0) 0 -3+2vV2 -3-2v2 1 3422
n
y_|PX=D|_o 8-6V2 8+6V2 0 4(v2)
g _
PX=2) | | _g+av2 —6-4v2 -2 || -2
P&n=B)) | I I | RIS
0

Un dernier produit matriciel donne enfin pourn = 1 :
{1y 1 1Y
PX,=0)=-|—| +-|——]| .
d\yz) T4y
1 1Y 1 1Y
PX,=1)= - - .
vz\vz) vz lvz
11y 1 1Y
PX,=2)= -|—| + -|-——]| .
2\v2 ) 2\ V2
3+2V?[ 1)" 3-2 2[ 1 T
4 NGY 4 V2 )

d) On observe que P(X,, =1)=0etP(X,,_; =2)=0pourn =1, et que :

Vn=l, Puﬂ4:1):__(__) ___(___) _

P(X,=B)=1-

vzl el T
(12" 11 P 1
VHZI, |P(X2n:2):5 E +5 E :z_n'

On vérifie par ailleurs la formule proposée pour P(X,, = B), et on observe, quand » tend vers +oo,
que sa limite est donc égale a 1.

7°) Temps d'attente pour atteindre le bord du carré

a) Pour tout entier n = 1, I'événement T < n signifie que 1'individu a atteint le bord du carré avant
l'instant n (au sens large), ce qui signifie de fagon équivalente que 1'événement X, = B est réalisé.
On adonc P(T < n) =P(X, = B).

b) Compte tenu de lim,, _, ., [P(X;,, = B) = 1 obtenu en 6°, il vient :

n— +co n— +00

+00 n

E:MT=M=1m1§:HT=b= lim P(T <n) = lim P(X,=B) = 1.
n— +oo

5=0 pary



c) L'événement 7 = 2 n est réalisé si et seulement si on a X,, = B et X,,_; # B, autrement dit si et
seulement si on a X;, =B et X;,_;1 =1 ou 2. Comme on a vu que X,,_; =2 est impossible,
I'événement 7 = 2 n est réalisé€ si et seulementsiona X,, =Bet X,,_; =1, soit:

1 1 1

(in =B)= 2n—1 Z - 2n+1 '

P(T=2n) = P(X;,=B) N (Xa,_1 = 1) =P(Xp,_ = D)

d) De méme, 1'événement P(7 =2 n + 1) est réalisé si et seulement siona X,,,; =Bet X,, B,
autrement dit si et seulement siona X;,,; =B et X,, =1 ou 2. Comme on a vu que X,, =1 est
impossible, 1'événement 7 = 2 n + 1 est réalisé si et seulementsiona X,, .| = Bet X;, =2, soit :
11 1
P(T=2n+1)=P(X5,.1=B) 1 (X,=2)=PX;, =2) [P(inzz)(inH =B) = 5 = s

1

Pour tout entiern > 1,onadoncP(T =2n)=P(T'=2n+1) = v

e) La loi de la variable aléatoire 7 n'est autre que celle de la variable aléatoire X de la partie I.
On en déduit que E(T) = % et V(T) = %




