Concours CPGE EPITA/IPSA/ESME 2020

Corrigé de I'épreuve de mathématiques MP - PC - PSI (3h)

m ETUDE D'UNE MARCHE ALEATOIRE (Partie I)

1°) Etude d'une suite de variables aléatoires (X,)
a) D'apres les régles de la marche aléatoire, on a [P(anl)(XnH =B)= 41_1 et [ID(Xn=2)()(n+1 =B)= %

En effet, a partir de tout point noté 1, un seul chemin sur quatre conduit a un point noté B.
Et a partir de tout point noté 2, deux chemins sur quatre conduisent & un point noté B.

b) De méme, on obtient [P(anl)(XnH =0) = 41—‘ et [P(anl)(XnH =2)= %

c¢) On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet formé des événements
X, =0), (X, =1), (X, =2), (X, = B), ce qui conduit successivement a :
P(Xy1 = 0) = P(Xy = )Py, (X1 = 0)+ P(Xy = Dy _)(Xyp1 = 0)

+P(Xn = 2)P(x, =) (X1 = 0) + P(Xy = B)P(y _p)( Xy = 0)
= i[P(Xn =1).

P(X,1 = 1) = P(Xy = 0Py, /(X1 = D+ P, = DP(y_y(Xpe1 = 1)
+P(Xn = 2Py, ) (X1 = D+ PXy = BYP(y _p)( Xy = 1)
=P(X, = 0) + %[P(Xn =2).

PX,11 =2) = PXy = 0) Py _g)(Xps1 =2) +P(X, = Dy _y(Xyy =2)
+P(Xn = 2) Py, =) (X1 = 2) + P(Xy = B)P(y _p)( Xy =2)
= %[P(Xn =1).

P(X,11 = B) = P(X,y = 0)P(y _o)(Xy41 = B) +P(X, = DP(y _y(Xys1 = B)

+P(X, =2) [P(anz)(Xn+1 = B) +P(X, = B) [P(anB)(XnH =B)

1 1
= _P(X, = 1)+ -P(X, = 2) + P(X, = B).
4 2

d) Il en résulte qu'on a pour tout entier naturel # :

P (X,41=0) 0 1/4 0 0)\(P(X,=0)
PXper=D| [1 0 1/2 0| PX,=1)
PX,.,=2]| |01/2 0 0]||PWX,=2) |
P(X,,, =B) 0 1/4 1/2 1)\P(X,=B)




2°) Diagonalisation de la matrice M
al) Le vecteur propre U, associ¢ a A = 1 de derniére composante égale a 1 vérifie :

0 1/4 0 0)(x X

10 1/2 0flx2| |*x

01/2 0 0f|lx| |x

0 1/4 1/2 1)1 1
Onrésoutdonc:xl—%:O,xl—x2+%3:0, %2—)@:0, %2+%3:0.

On en déduit que les composantes de U, sont (0, 0, 0, 1).

1

a2) le vecteur propre U, associé¢ a A = + de derni¢res composantes —6 +4 V2 et 1 vérifie :

V2
01/4 0 O X1 X1
1 0 1/2 0 X2 B 1 X
01/2 0 0|l-6+4vV2 | 3 |-6+4V2 |
0 1/4 1/2 1 1 1
Onrésoutdonc:%—Z—Z:O,xl—%:3—2\/?,%2:4—3\/?,%2:2_%\/?.

On en déduit que les composantes de U, sont (—3 +2v2,8-6V2,-6+4V2, 1).

L

a3) le vecteur propre Uz associ¢ a A = — de derniéres composantes —6 —4 V2 et 1 vérifie :

V2
0 1/4 0 0 X1 X1
1 0 1/2 0 X ~ -1 Xy
01/2 0 0||-6-4V2 | 7 |-6-4V2 |
0 1/4 1/2 1 1 1
Onrésoutdonc:%+X4—2:0,x1+%:3+2\/?,%2:4+3\/?,%2:2+%\/?.

On en déduit que les composantes de Uz sont (—3 -2 \/7, 8+6 \/7, -6-4 \/?, 1).

a4) le vecteur propre U, associé a A = 0 de derniére composante 1 vérifie :
0 1/4 0 0)(x 0

1 0 1/2 0] x 0
0 1/2 0 O0]]=x3 0
0 1/4 1/2 1 1 0
On résout donc : x—2:0,x1+x—3:0, X—Z:O, x—2+x—3:—1.
4 2 2 4 2

On en déduit que les composantes de U, sont (1, 0, =2, 1).

b) La matrice M étant d'ordre 4 et ayant 4 valeurs propres réelles distinctes est diagonalisable.
De plus, une matrice de passage de la base canonique a une base de vecteurs propres de M est :

0 -3+2v2 -3-2v2 1
0 8-6V2 8+6V2 0
0 —6+4V2 -6-4v2 -2
1 1 1 1
On en déduit aussitot la relation : D = P~! M P avec D = Diag

(LV%’ ffi&




3°) Lois des variables aléatoires X,

a) D'apres les régles de la marche aléatoire, les composantes de V, sont (1, 0, 0, 0).
D'apres la question 1°,ona V,,; = M V,,, d'ou par récurrence immédiate V,, = M" V.
D'aprés la question 2°,ona M = PD P!, d'ou ¥, = (PDP~')' vy = PD" P~ 1,

b) Comme les composantes de V|, sont 1, 0, 0, 0, le systeme P X = V|, s'écrit :

(-3+2V2)x = (3+2V2 )x3+x4 = 1
(8-6V2)x,+(8+6V2)x; =

(6 +4V2)x, = (6+4V2)x3-2x4= 0

X1 +Xy+Xx3+Xy = 0

En retirant 2 fois (1) a (3), on obtient : 2x4 = 1 et x4 = %, ce qui ramene au systéme suivant :
(-3+2V2)x-(3+2V2)x; = 5
(4—3\/7)x2+(4+3\/?)x3 =0

X1+ Xy + X3 = - 5
Les deux premiéres équations donnent x, = — % et x3 = ~ 32 \/_ , et il reste alors x; = 1.
Ainsi, les composantes du vecteur X = P! Vysont 1, — 3 +24‘/—, ~3= 24\/_, %

¢) La relation ¥, = P D" P~ V, s'écrit maintenant avec n = 1 (pour avoir 0" = 0) :

1 0 0 0 1
P, =0)) (0 —3+2V2 —3-2V2 1) Ly o o -
v |P@=D1_]0 8—6vV2 8+6V2 0 (ﬁ 4
n= _ = 3-2vV2
PX=2 1 10 —6+4v2 —6-4v2 —2|[0 0 (-&) o]l -5+
PXn=B)) | I | I V2 i
0 0 0 0 2
Ce qui conduit, toujours pourn > 1, a:
1

P (X, =0) 0 —3+2V2 -3-2V2 1 3+2V2
n
y_|PE=D|_|o 8-6V2 8+6V2 0 4(v2)
n_ _ - -
PXa=2) | | _614v2 —6-4v2 -2 || -2
[P (Xn = B) 1 1 1 1 4(_,[ 2)}1
0

Un dernier produit matriciel donne enfin pourn =1 :
L1y 1 1Y
P(X,=0)=—-|— +——— .

) iUve

«/— V2, N2

1
P(X,=2) = ( ] (

V2

P(X,=1)=

)
)




Et on retrouve la formule proposée pour P(X,, = B) :
3+2x/7[ 1 ) 3-2%7( 1 ]
T N
d) On observe que P(X,, =1)=0etP(X;,_1 =2)=0pourn =1, et que:
1 1 2n—1 1 1 2n—1 1
Yn=l, PXy,.1=1 = —[—) - _[__) -

valva) eyl T

1 1 2n 1 1 2n 1

2 2 22

P(X,=B)=1-

4°) Temps d'attente pour atteindre le bord du carré

a) Pour tout entier n = 1, 1'événement 7" < n signifie que l'individu a atteint le bord du carré avant
l'instant n, ce qui signifie de facon équivalente que 1'événement X,, = B est réalisé.

On a donc P(T < n) =P(X, = B), et compte tenu de lim,, , ., P(X,, = B) = 1, il vient :

+00 n
Z[P(T:k): lim Z[P(T:k) = lim P(T<n) = lim P(X,=8) = 1.
n— +oo n— +oo n—- +oo
k=0 k:o
b) L'événement 7 = 2 n est réalisé si et seulement si on a X,, = B et X;,_; # B, autrement dit si et
seulement si on a X;, =8B et X;,_;1 =1 ou 2. Comme on a vu que X,,_; =2 est impossible,
I'événement 7 = 2 n est réalisé si et seulementsiona X,, =Bet X,,_; =1, soit:
1

on—1 Z B 2n+1.

P(T'=2n) = P(Xp, = B) (N (Xpp1 = D) = P(Kay = DP( — _y(X, = B) =

_1:1
¢) De méme, I'événement P(7 =2 n + 1) est réalisé si et seulement siona X,,,; =BetX,,+ B,
autrement dit si et seulement siona X,,,; =Bet X,,, =1 ou 2. Comme on a vu que X,, =1 est
impossible, 1'événement 7 = 2 n + 1 est réalisé si et seulement siona X,,,; = Bet X;, =2, soit:

11 1
P(T=2n+1)=P(Xy,,1 =B (Xy,=2)=P(X,, = 2)[P(X2n:2)(X2n+1 =B) = R = s
Pour tout entiern > 1,onadoncP(T =2n)=P(T'=2n+1) = n1+1 .
2
d) L'espérance de la variable aléatoire 7 est alors facile a calculer :
+00 +00 too
E(T) = Zn[P(T: n) :ZZn[P(T:Zn)+Z(2n+ DP(T =2n+1).
n=1 n=1 n=1
+00 +00 +00 oo
n n 1 1 1
E(T) =) —+ (—+ ):Zn Y —
o on o n 2n+1 - 2n—l — 2n+1
Connaissant les sommes de la série géométrique et de sa dérivée lorsqu'elles convergent, il vient :
&1 =1 1 I 1 1 9
[E(T):Zn + ) — = + - =4+ - = —.
on=1 2" ( 1 )2 4 1_1 2 2
n=1 n=2 1--= >
2

L'individu doit donc effectuer 4,5 pas en moyenne pour parvenir au bord du carré [-2, 2]x[-2, 2].




ETUDE D'UNE MARCHE ALEATOIRE (Partie IT)

5°) Etude d'une suite de variables aléatoires (Y,)
Avec les nouvelles régles de la marche aléatoire, la formule des probabilités totales donne pour
toutie {0, 1, 2, 2 B, 3, 4} le résultat suivant pour P(Y,.; =) :

P(Y, =0) [P(Ynzo)(YnJrl =)+PY,=1) [P(Ynzl)(YnJrl =)+P(Y,=2) [P(Ynzz)(YnJrl =i+

P(Y, =2B) [P(YnzzB)(YnH =) +P(, =3) [P(Yn:3)(Yn+1 =)+PY,=4) [P(Yn:4)(Yn+1 =1i).

b) En écrivant cette relation pour i € {0, 1, 2, 2 B, 3, 4}, il vient alors :
0 i 0000
P(Y,41 =0) 1oL Loolf Pxu=0
(Y, = 1) i P(Y, = 1)
P(Y,11=2) 0500450 P(Y, =2)
PY,.1=2B)| |o Ll oo L ol|PV,=2B)]
P(Y,1 =3) o0 | pa=3)
P, =4) 00335 0Py, =9
0000 % 0

¢) Si V, est le vecteur dont les composantes sont, de haut en bas, P(Y, = 0), P(Y,, = 1), P(Y, = 2),
P(Y, =2B), P(Y, = 3), P(Y, =4), on a, compte tenu de la relation V,,; = M V,, établie ci-dessus :

oL ooo0o0 oLl ooo0o0
4 4 1
1oL Loo 0 1oL Loo 4
2 3 1 23 0

1 1 1 1
oLl oolo 0 ol oo lo |
V1= 2 3 Vo— Vz— 2 3 V1=5
oL oolo 0 oloolo 1

4 3 4 3
0 4
00 L 2901 0 00 L 2901 0

2 3 2 3
1 1 0

0000 ;0 0000 ;0
00000 0X0000 ;
4 0 4 E

1oLl Lloo 1oL Lloo
2 3 N 2 3 0

12

0%00%0 0 0%00%0 %
V3= Vy, = , V= V3 =
oLl oolo 0 oLl oo lo AL
4 3 5 4 3 144
00 L 201 12 00 L 201 0
2 3 0 2 3 i
0000%0 0000%0 36

Et le calcul des 5 dernieres composantes du vecteur V, est évidemment inutile pour avoir P(Y, = 0).



On en déduit en observant les premiéres composantes de ces vecteurs :
P(Y;=0)=0, P(Y,=0)=1/4, P(Y;=0)=0, P(Yy=0)=7/48.

6°) Calcul des probabilités P(Y,, = 0) de passage a l'origine
a) Si les 6 valeurs propres de M sont 1, —1, g, —g, 0, 0, celle-ci est diagonalisable si et

seulement si le sous-espace propre associé a 0 a pour dimension 2, 1'ordre de multiplicité de 0.
Or un vecteur de composantes x;, X5, X3, X4, X5, Xg appartient au sous-espace propre associé¢ a 0,
autrement dit au noyau de M, si et seulement si :

X3 X X X X X x3 2x
x, =0, x1+—+—4:O, —2+—5:0, —2+—5:0, —+—4+x6:0, x5 =0.
2 3 2 3 4 3 2 3
Ce qui s'écrit encore :
X3 X X3 2x
X, =x5=0, x1+—+—4=0, —+—4+x6=0.
2 3 2 3

Ker(M) est donc l'intersection de 4 hyperplans de R®, c'est un plan dont une base est par exemple :
vi=(1,0,-2,0,0,1) et v,=(1,0,-4,3,0,0).
Ainsi, Ker(M) est de dimension 2 et M est donc diagonalisable dans Mg(R).

b) Si P est une matrice de passage de la base canonique de R® a une base de vecteurs propres

de M associés respectivement aux valeurs propres 1, —1, —'él, ——‘él, 0, 0, alors on sait que

D = P~' M P est la matrice de 'endomorphisme canoniquement associé a M dans la base des vec-

teurs propres choisis, c'est a dire D = Diag(l, -1, g, - g, 0, 0).

Pour tout n €N, on a alors V., y =M V,, d'ou V,, =M" Vy = (PDP)" Vy=PD" P! 1,

Et en notant la matrice P = ( Di j) et le vecteur P~ ¥, = (g¢,), il vient alors pourn > 1 :

1 0 0 0 00
P11 P12 P13 P4 Pi5s Pie 0 (=1) 0 0 0 0|7
P21 P22 P23 DPaa P25 Pas n q9>
0 0 (ﬂ) 0 00
Vo= P31 P32 P33 P34 P35 Pse 6 q3
" | pa pe pi Pas Pas Paslly 0 (_ _m)n 00ll%]
P51 P52 P53 DPs4 P55 DPse 6 qs
D61 Ps2 P63 Pes Pes P 0 0 0 0 00 g6
61 P62 P63 Pesa Pe 66
> 0 0 0 0 00
P11 P12 P13 Pia P15 P a
11 P12 P13 P14 P15 Pie (—1Y" ¢,
P21 P22 P23 P24 P25 Pae VIT \
oo P31 P32 P33 D34 P35 Pie ( 6 ) 93
=

Ps1 P52 P53 DPs4 P55 Pse
P61 Pe2 P63 Pes P65 Pe6

P41 P42 P43 Pas D45 Pas (_\/W )” '
6 q4
0
0

Toutes les composantes du vecteur ¥, en particulier la premiere qui est P(Y,, = 0), apparaissent
Vil )” et(—‘/“ )”
. .

alors apres calcul comme des combinaisons linéaires de 1, (—1)”", ( .



Il existe donc des réels a, B, y, d tels que :
Vit Y Vit Y
V=1 : P, :O):a/+,8(—1)”+yT +6—T .

¢) On a observé a la question 5° que :
P(Y;=0)=0, P(Y,=0=1/4, P(Y3=0)=0, P(Y,=0)=7/48.
En reportant dans l'expression précédente de [P(Y;,, = 0), on obtient le systéme :

Vit

P(Y,=0) =a-f+ (y=90) —

6

11 1
[P(Y2:O):a+,8+(y+6)£ = Z
P(Y3=0) = a— B+ (y-9) v =0

216

121 7
[P(Y4:0):a+ﬁ+(y+6)ﬁ = 23

Les équations (1) et (3) donnent @ = S ety = 9, puis (2) et (4) donnent @ = % ety = 12T70'

On retrouve que P(Y,,.; = 0) = 0, et on obtient aussi :

v L PY 0 1 27 ( 11 )"

n=l, =0)=—+ —|—]|.
2 10 5536

On a donc lim,, , . P(Y,, =0) = %, ce qui signifie qu'aux instants pairs, 1'individu passe asymp-

totiquement 10% de son temps a I'origine 0.

7°) Nombre moyen de passages en 0 a l'instant 2n
a) Pour tout entier £ = 0, O, est la variable aléatoire valant 1 si I'individu est en 0 a I'instant 2 & et

0 sinon, de sorte que S, = O, + Oy + ... + O, = 3, Oy indique le nombre de passages en 0 de

I'individu entre l'instant 1 et l'instant 2x.

b) Notons que O, est une variable aléatoire de Bernoulli, d'espérance : P(O,; = 1) =P(Y,; = 0).
Par linéarité de l'espérance, on a [E(S; ) = 3/_, [E(O, ), ce qui conduit pourn = 14 :

d 1 27 (1) m 27x11 5511k

E(S,,) = ) P(Y,,=0) = —+—(—) = —+ (—)

S2) = 2 P02, =0) Z(10 55 136 ] 10 55x36Z 36
k=1 k=1 k=0

D'ou, par sommation partielle de cette série géométrique :

1_(1_1)”
X 36 n
n 27x11 27 11\
ES,,) = — + SR R e |
10 55x36 1 _ 1 10 125 36
36

Autrement dit, I'espérance du nombre de passages en 0 entre les instants 1 et 27 est :

E(Sy,) = = + 2L 4 o(1)
= —+—+o(l).
2710 125




8°) Probabilités-limites des positions occupées par l'individu lorsque n tend vers +co
a) Un vecteur propre de M associé a A = 1 vérifie M X = X, d'ou :

Xy X3 X4 Xy X5 Xy  Xs X3 2Xxy X5
— =X, Xj+—+—=Xy, —+—=X3, —+ —=X4, —+ — +Xg=X5, — =Xg.
4 2 3 "2 3 "4 03 23 3
Si sa 1ere composante est 1, on a donc :
X3 Xy X5 X5 X4 2Xs
x1=Lxy=4, —+—=3, x3——=2, x4——=1, —— — =-3, x5 =3 x;.
2 3 3 3 3

Ce qui conduit facilement au vecteur (1, 4, 4, 3, 6, 2).

b) Un vecteur propre de M associé a A = —1 vérifie M X = - X, d'ou :

X X3 X4 Xy  Xs Xy  Xs5 X3 2Xx4 X5
— ==X, Xt —F+— ==Xy, —+ —=-X3, —+ — = —Xyg, — + — +Xg = —X5, — = —Xg.
4 2003 "2 3 "4 3 RE '3
Si sa 1¢re composante est 1, on a donc :
X3 Xy X5 X5 X4 2Xs
xi=Lbxa=-4, —+ —=3, 3+—=2, x4+—=1, —+ — =-3, x5 = -3 x¢.
2 3 3 3 3 3

Ce qui conduit facilement au vecteur (1, —4, 4, 3, -6, 2).

¢) Si P est la matrice de passage de la base canonique de R® a une base de vecteurs propres de M
dont les 1ére et 2¢éme colonnes sont formées des vecteurs propres obtenus ci-dessus en a) et b), et

Vi

. . Vi1
les colonnes suivantes de vecteurs propres associ€s aux valeurs propres T 0,0, 0on a

(sans préciser davantage ces quatre derniers vecteurs propres) :

1 % % % x
-4 % % % %
4 % % % =%
% ox k% |

—6 % o % %

DN W R =
w

2k ok ok ok

(1.-1. g _Yi 0.

Enfin, comme M est diagonalisable, ona D = P'MPouD-= Diag .

d) On sait d'aprés la question 6° que V;, = P D" P~! V,, pour tout entier naturel 7.
Il en résulte que V5, = P D*" P~ V, et par passage a la limite :
lim V,, = P lim D*"P7'y,.

n— +oo n— +oo
Comme lim D?" = Diag(1, 1, 0, 0, 0, 0), un calcul explicite donne facilement, compte tenu
des informations données sur la solution X = P~! I/, du systétme P X =V, :

I 1 % % % )1 000 0 0)[5

4 -4 % x % =[O 1 0 0 0 O] L

limV2:4 « % % %[00 0O0O0O0]] 2
no+oo 3 3 % % % x|[00O0O0O00O0

6 -6+« x[[000000O0f"

2 2 x5 % xJl000000)



Et finalement :

lim V,, = lim
n— +oo n— +oco

P(Y;, =0)
P(Y2,=1)
P(Y2, =2)
P(Y,=2B)
P(Y;, =3)
P(Y2,=4)

N N W kA B~ =

S O O O O O

S O O O O O

S O O O O O
S O O O O O

5|m o 5|w 5|.¢> o 5|,—

Ainsi, lorsque 7 tend vers +oo, I'individu se trouve a l'instant 2z en 0 avec la probabilité¢ 10%, en 2
avec la probabilité 40%, en 2B avec la probabilité 30%, et en 4 avec la probabilité 20%.

Et comme lim D?*"*! = Diag(1, -1, 0, 0, 0, 0), un calcul explicite du méme type donne de méme :

Iim V2n+l = lim
n— +oo n— +oo

P(Y2 41 =0)
P(Y2 541 =1)
P(Y2 41 =2)
P(Y3 41 =2 B)
P(Y2 41 =3)
P(Y2 41 =4)

1 -1
4 4
4 -4
3 -3
6 6
2 -2

0

S O O O
S O O O O

0

0

S O O O O

0

S O O O O

Ainsi, lorsque n tend vers +oo, l'individu se trouve a l'instant 2n+1 en
en 3 avec la probabilité 60%.

0

—

4
0
0
ol
5
10

0
1 avec la probabilité¢ 40% et




