Concours CPGE 2019

Corrigé de I'épreuve optionnelle de mathématiques (2h)

1°) Polynome minimal de la matrice A

. 2 . .
l.a) Les n* + 1 matrices I,, A, A%, A3, ..., A" sont n* + 1 matrices de M,(R), espace vectoriel
dont la dimension est 72 : elles sont donc nécessairement liées.

1.b) Ainsi, I'ensemble des entiers naturels & tels que 7, 4, A2, 43, ..., AF sont liées dans M, (R)
forme une partie de I'ensemble N minorée par 1 et contenant k = n2, et donc non vide.

Donc celle-ci admet un plus petit élément d = 1, de sorte qu'il existe des réels mg, my, ..., my
non tous nuls tels que Z?:o m; A' = 0. Le réel m, est non nul, sinon on aurait Zfz_ol m; A' =
avec mgy, my, ..., my_y; non tous nuls. Ainsi, 7, 4, A%, ..., A% seraient liées, ce qui contredit
le caractére minimal de l'entier d. Quitte a diviser la relation Zf-l:o m; A' = 0 par my, on obtient
un polyndéme unitaire M de degré minimal d tel que M(A4) = 0. Ce polyndme M est bien unique,
car si M’ est un autre tel polyndme distinct de M, on a (M — M’) (A) = 0 avec M — M’ non nulle
et de degré au plus d — 1 (car le terme de degré d égal & X? dans M et M’ se simplifie). On aurait
donc un polyndme non nul de degré strictement inférieur a d annulant M, ce qui est contradictoire.
On a donc un unique polyndome annulant 4 de degré minimal d, de coefficient dominant é¢gal a 1,
qu'on peut donc écrire M(X) = X9 + puy; X9V + 4+ X + pp.

1.c) Soit v; un vecteur propre (donc non nul) associé a la valeur propre A; de 4 (1 <i < p).
Onadonc Av; =4, v;, etsi AFv; = /\f~C v;, ona A1y, = A(Ak vi) = A()Lf? v,-) = )Lf? Av; = ?Lf“ Vi.
Par récurrence, on a donc démontré la relation A% v; = Af-‘ v;, et il en résulte que :
MA)v; = A4 Vi + g1 441 Vit . Fup Avi+ gy vi
= M vt prg g A i g v+ v = M) v,
Comme M(A)=0etMA)v,=MA;)vi,onaM(A;)v; =0, etcomme v; + 0,ona M(A;) = 0.
Ainsi, les valeurs propres A, A,, ..., A, sont bien racines du polyndme minimal M.

1.d) Soit u une racine réelle ou complexe de M qui n'est pas valeur propre de 4. On peut écrire

M(X)=(X—-pu)N(X),avec NeR[X] ou NeC[X], etonadonc M(A)=(A4—-ul,) N(4) =0.

La matrice 4 — u [, est inversible car u n'est pas valeur propre de 4. Quitte a multiplier par

(A—ul,)"", on a donc N(4) =0, et bien sir, les parties réelle Re(N) et imaginaire Im(N) de N

(qui sont des polyndmes réels) annulent aussi 4. Comme dg(N) =dg(M)—-1=d -1, l'un des

polynomes réels Re(N) ou Im(N) est annulateur de 4 et de degré d — 1 < d. C'est contradictoire, et

il n'existe donc aucune racine u de M en dehors des valeurs propres A, A;, ..., A, de 4, et on peut

poser (quitte a introduire les ordres de multiplicité des racines A, A,, ..., A, du polyndme M) :
MX) =X+ X7+ v X g = X-) 1T (X —2)2 (X —2,)P.

Le degré d de ce polyndme minimal M est donc aussi €gal ar) +7, + ... +7p.




2°) Polynome d'interpolation aux points Ay, A,, ..., A, de multiplicités r, ry, ..., rp
2.a) Si ¢ est l'application associant a tout polyndme P de l'espace vectoriel R;_;[X] des poly-
némes de degré inférieur ou égal a d — 1 le d-uplet ¢(P) de I'espace vectoriel R¢ dont :
- les rq premiers éléments sont P(A), P'(A), ..., P(rl'l)(ll),
- les r, éléments suivants sont P(A,), P'(A,), ..., P(r 2_1)(/\2),
- les r, derniers €léments sont P(/\p), P’(/\p), s P(VP_I)(/\p),
on a clairement (par linéarité de la dérivation et définition des opérations dans R?) :

VA ueR, VP, OeRy[X]: @@AP+uQ) = 2e(P) + ue(Q).
De plus, si ¢(P) = 0, on observe que Ay, Ay, ..., A, sont des racines d'ordre au moins ry, 75, ..., 7,
du polyndéme P, qui a donc au moins ry +r, + ... +r, = d racines. Comme c'est un polyndme de
degré inférieur ou égal a d — 1, c'est donc le polyndme nul, et ¢(P) = 0 implique donc P = 0.
Ainsi, Ker(p) = {0} et ¢ est injectif, donc bijectif puisqu'il va d'un espace vectoriel de dimension d
dans un autre espace vectoriel de méme dimension d. C'est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

2.b) Etant donnée une fonction f'indéfiniment dérivable définie de R dans R, le d-uplet dont :

- les rq premiers éléments sont f(4;), (A1), ..., f(rl_l)(ﬂtl),

- les r, éléments suivants sont f(1,), f'(A,), ..., f(r2_1)()L2),

- les r,, derniers €léments sont f(/lp), f’()tp), s f(rP_1>(}Lp),

admet par conséquent un unique antécédent PeR,_[X] par ¢, ce qui donne I'existence et I'unicité
d'un polyndéme L de degré strictement inférieur a d tel que :

viell, pl, L) =f00), L) ='W, . , Loy = sty
C'est le polynome d'interpolation L de faux points Ay, ..., A, de multiplicités r, ..., rp.

2.c) Soit B=(Lyg, Ly, ..., Lipyo1sLogs Logs wos Lapyts o s Lpos Lpgs oo Lp,rp_l) l'image
réciproque par ¢ de la base canonique (e, ey, ..., e;) de R?. Il s'agit bien d'une base de R ,_;[X]
en tant qu'image de la base canonique de R? par I'isomorphisme ¢~ .

On a alors (p(Ll’O) =e; =(1,0,0,0, ..), go(Ll’l) =e,=(0,1,0,0, ...), puis 90(L1,r1—1) = e .
Soit encore go(LLj) =ejpour0=j=<r —1

De méme, ¢(L, ) = € +1s ¢(Lay) = €y, +2> Puis <P(L2,r2-1) = € +ry-

Soit encore ¢(L2,j) = €y +j+1 pour O<j=<r-1.
Ensuite, (P(Li,o) = Cr gt 1 ‘P(Li,l) = Cr Ayt 420 puis QD(Li,rl-—l) = € dryt 1y
De fagon générale, ¢(Li7j) = € tryk oy +j+1 POUT I<ispet0=<j<r -1

En particulier, on a go(Lp,rp_l) = Crptryt b, 4y = €

Notons que dans R,_;[X], deux polyndmes sont égaux si et seulement si ils ont la méme image
par l'isomorphisme ¢, et on va justifier ainsi 1'égalité suivante :

I"l'—l

p
LX) =) > P00 Lo

i=1 j=0



L'image du premier membre est par définition :

o) = (A, fQp, s ST, @) ) )
L'image cp( . Z;.i___ol O L,-,J-) =y IZ;i___Ol F90) ¢(L; ;) du second membre est, en séparant
le premier ; selon les valeursdei= 1,2, ..., p:
r1-1 r2—1 rp—l
Z f(J)(Al)ejH + Z f(])(/lz) erp+jt e t Z f(])(}tp) Cr 4ry+ . +rp_1 it
=0 =0 =0

= (fQ0, £/QD, s ST, S@) S A) e £ T)),
L'égalité go(L):cp( fZIZ;.’: 01 PN L;, j) est ainsi démontrée

2.d) Considérons les polyndmes P de R[.X] (sans condition de degré sur P) tels que :

Viell, pl. PA) =S, PA) ='W, ... , Pl = £y,
ou encore, compte tenu de la définition de L :

Viell, pl. PO =LA, P’ =L'M), ..., '@y =Ly,
Ceci signifie que le polyndme P — L admet les racines A;, ..., A, avec des multiplicités au moins
¢gales a ry, ..., rp, ce qui revient a dire de fagon équivalente que P — L est multiple du polyndme

(X =AD" (X =22 . (X =24,)P = M(X).
Ainsi, les polynomes P e R[X] vérifiant les conditions demandées sont les polynomes de la forme
P(X)= LX)+ O(X)M(X)avec Qe R[X].

3°) Série entiere en la matrice A et polynome d'interpolation en la matrice A
3.a) Pour tout entier naturel &, on pose f;(X) = Zf:o a; X' et on introduit la division euclidienne du
polyndme f;(X) par le polyndme minimal M (X) :
fi(X) = Op(X)M(X) + Li(X) avec d°(L;) <d°(M)=d ou L, =0.
Comme A}, ..., A, sont racines de M, on a bien sir f;(A;) = L;(A;) pour 1 <i < p.
Puis par dérivation a l'ordre j, on obtient a I'aide de la formule de Leibniz :

Dx) = ZJ:(‘; ) oV P MOX) + LY (X) avee d(Ly) <d°(M)=d ou L, =0.
Comme M (X) :l (?X' AL (X = Ap)rp, le scalaire A; (pour 1 <i < p) est racine d'ordre r; de M,
et donc des polyndémes M, M’, ..., M(ri_l), d'ou résulte que fk(j)(/li) = L,(Cj)(/\i) pour0 < j<r;—1.
Comme le degré de L est strictement inférieur a d = | + ... +rp, L; appartient donc a R;_;[X],
et comme L;{j)()t,-) = fk(j)(/ll-) pour 1l <i<petO=<j=<r;—1, on déduit que L; est le polynome
d'interpolation de f aux points A, A, ..., A, de multiplicités r, ry, ..., 7p.
Le résultat obtenu a la question 2.c) montre alors que :

P }’l'—l

LX) =373 70 L (0.

i=1 j=0



3.b) D'apres la définition de f;, on a:

k
00 = a1 -+ DA
=0
Comme les séries-dérivées d'une série entiere ont méme rayon de convergence (R = +oo ici), et
comme une série entiere se dérive terme a terme sur | — R, R[, il en résulte que :

+00
lim M) =Y 10-1) .- j+ Va7 = fOW).
k- +oo =0

On déduit alors du résultat de la question précédente 3.a) que :
ri—1

P }’l'—l ) i .
lim Ly) = ), 3 dim PO L) = 3 > fO0) Lijd) = L(A)

k- +
e i=1 j=0 i=1 j=0

3.c) En munissant M,,(R) d'une norme d'algebre ||.||, on a ||4 B|| < ||4]||||B|| pour 4, B e M,(R),
d'ou par récurrence facile, Ai|| < |||l pour tout entier naturel i. Il en résulte que :

VieN, |aA| = lal|4| < lailllAll.
Puisque la série entiére Y a; x' est de rayon de convergence +oo, la série 3 |a;| |x|' converge pour
tout réel x puisqu'une série entiere converge absolument dans son disque de convergence.
Ainsi, la série 3 |a;| ||4]|' converge bien, ce qui assure la convergence de la série ||a,~ A

, et donc
la convergence absolue de Y. a; 4’ et sa convergence dans M,,(R).

3.d) Comme f,(X) = Op(X) M(X) + L;(X), et comme M est annulateur de 4, on a f;(A4) = L;(A).
Lorsque k tend vers +oo :

- la somme partielle f;(4) de la série Zal A" tend vers la somme de la série f(A),

- L;(A) tend vers L(A) d'aprées la question précédente 3.b).

Par unicité de la limite de la suite k — f;(4) = L;(A4), on en déduit que f(A4) = L(A).

4.a) La matrice proposée A4 est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable dans M;(R).

4.b) Le réel A; = a — b est valeur propre de 4 car A — (a — b) I3 n'est pas inversible :
b b b
1gd-(a-b)Lz) =1glb b b | =1
bbb
Et le sous-espace propre associé est composé des vecteurs v de composantes x, y, z :
b b b\(x bx+y+z)=0
A-(@a-b)L)v=|b b b (y] ou |bx+y+2)=0
b bb)\z bx+y+2z)=0
Puisque b est non nul, c'est donc le plan d'équation x + y + z = 0.
De méme, le réel A, = a + 2 b est valeur propre de 4 car A — (a + 2 b) I3 n'est pas inversible :

-2b b b
rg(Ad—(a+2b);) =1gl b =-2b b = 2.
b b -=-2b



Et le sous-espace propre associé est composé des vecteurs v de composantes x, y, z :
-2b b b X b(-2x+y+2)=0
A-(a+2b) )V = b -2b b [y] ou bx-2y+z)=0
b b -2b)\z bx+y—-22)=0
Puisque b est non nul, c'est donc la droite dirigée par le vecteur de composantes 1, 1, 1.

4.c) Un simple calcul donne :
a b b a*>+2b% b*+2ab b*+2ab
A*=|bab| = [pP+2ab a®+2b* B +2ab |
bba b*+2ab b*+2ab a*+2b*
L'égalité 4% = A A + u I3 équivaut aux égalités scalaires :
a*?+2b*=2a+u
B> +2ab=21b
Ce systéme est vérifié si et seulement sid =b+2aet u=2b*>—a’> —ab, et on a donc :
A* =(b+2a)A+ (26> —a* —ab) L.

Ainsi donc, on a M(4)=0 avec M(X)=X2-(b+2a) X + (a2 +ab—2b2) et on a obtenu
le polyndme unitaire de degré minimal annulant 4 (puisqu'aucun polynéme X — A de degré 1

n'annule 4, sinon 4 serait de la forme A I3).

En exploitant les résultats de la question 1, les racines de ce polyndme M sont les valeurs propres
a—beta+2b de cette matrice 4. On retrouve directement ce résultat en calculant le discriminant

de ce polynéme M, qui est (b +2a)*> —4a> —4ab+8b*> =9b?, dou les racines de M :

b+2a-3b b+2a+3b
—————=a-b=21 et ——— =a+2b =2,
2 2
Ainsi,ona:

MX)=X-a+b)(X—a-2b).

4.d) Le polynome L(X) = A X + p vérifie L(A;) = f(Ay) et L(A,) = f(A,) si et seulement si :

Ma—-b)+p = fla—-D)
AMa+2b)+u = f(a+2b)
Ce qui équivaut a :

1
A= ﬁ(f(a+2b)—f(a—b)) et p =

Ainsi, le polynome L est :

f@a+2b)—f(a—->b) a+2b a->b
b X+ b f(a—b)—gf(cH-Zb)

D'apres le résultat de la question 3, on a donc puisque f(A4) = L(A4) :

2b)— fa—b 2b _b
f(A):f(a+ ;bf(a )A+(a+ f(a—b)—(;;—bf(a+2b))ln.

a+2b
3b

p_ b 2b
fla—- )—Wf(a+ ).

L(X) =




10

5.a) Comme les fonctions cos et sin vérifient les hypothéses de la question 3 (elles sont en effet
développables en série entieére avec un rayon de convergence R = +c0), on peut affirmer que :

A2i AZ i+1

2

+00
=L (4 in(d) = » (-1)) ———— = Ly(4).
oo SLe@ et sin) ZO< N o~ b

cos(A) = Z(— 1y
i=0

5.b) Par hypothése, les polynomes L. et L vérifient :
Viell, pl, Le) = coshi), L) = oS A, .. , LeIy) = costi=Hay),
Viell, pl. L) =sin), L/ =sin' @), ... , L)y = sinli ).
Par conséquent, on a Lg(/\,-) + L?(?L,-) —1 =cos2(};) +sin*(},) =1 =0 pour 1 <i<p.
Et quitte a exploiter la formule de Leibniz, onapour 1 <i< petpourl <j<r;—1:
J o, j o
j J i J i
L2+2-1)" @ = Z( z )LE.”(/\,-) LI + Z( l )Lgl)(ai) LYDQy)
1=0 1=0
J j ' J j .
( ] ) cos”(A;) cosV ;) + Z( ; ) sin®(1,) sin ;)
1=0 I=0
= (0052 +sin® — 1)(j) A) = 0.
Ainsi, le polyndme L2 + L2 — 1 a pour racines A,, ..., A, avec des ordres de multiplicité au moins
égaux ary, ..., rp, etil est donc multiple du polyndme minimal M de la matrice 4 :

JQeR[X], L}2+1>°-1=0M.

5.c) Comme M (A4) = 0, il en résulte que cos(A) + sin?(4) = I, puisqu'on a :
cos?(A) +sin®(4) — I, = L2(A) + L2(A) - I, = Q(A) M (4) = 0.




