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Epreuve de mathématiques PT - TSI (3h)      

‡ PROBLÈME I : La série harmonique
Dans cet exercice, on étudie par deux méthodes la nature de la série harmonique ‚ 1

n
, et pour

tout entier n ¥ 1, on introduit la somme partielle :

Hn = ‚
k=1

n 1
k

= 1 +
1
2

+
1
3

+ ... +
1
n

.

1°) Question préliminaire
Etudier la monotonie de la suite HHnLn¥1.
En déduire que cette suite admet une limite finie L ou bien diverge vers +¶.

2°) Première méthode
a) Etablir l'inégalité suivante pour tout entier n ¥ 1 :

H2 n - Hn ¥
1
2

.

b) En déduire que la suite HHnLn¥1 diverge vers +¶.

3°) Deuxième méthode
a) Vérifier l'inégalité suivante pour tout entier k ¥ 1 :

1
k + 1

§ ‡
k

k+1 dt
t

§
1
k

.

b) En déduire l'inégalité suivante pour tout entier n ¥ 1 :

Hn - 1 § lnHnL § Hn -
1
n

.

    En déduire l'inégalité lnHnL § Hn § lnHnL + 1.
c) Etablir la divergence de HHnLn¥1 vers +¶ et montrer que Hn ~ lnHnL.
d) Pour tout entier n ¥ 1, on pose : gn = Hn - lnHnL.
    Etudier le signe de l'expression gn - gn-1 pour tout entier n ¥ 2 et montrer que 0 § gn § 1.
    En déduire la convergence de la suite HgnLn¥1 vers un réel g appartenant à @0, 1D et la formule :

Hn = 1 +
1
2

+
1
3

+ ... +
1
n

= lnHnL + g + oH1L.
 

‡ PROBLÈME II : Etude d'intégrales
Dans ce problème, on étudie la convergence et la valeur d'intégrales de la forme suivante :

IH f L = ‡
0

+¶ f HtL - f H2 tL
t

 dt

où f désigne une fonction continue de @0, +¶@ vers R que l'on précisera dans la suite.

A] Cas où la fonction f est définie par f HtL = PHtL
t2+1

 avec P polynômiale

a) On suppose dans cette sous-question que PHtL = 1, donc que f HtL = 1
t2+1

.

-   Déterminer dans ce cas l'expression de f HtL- f H2 tL
t

, en donner un équivalent en +¶ et justifier

    la convergence de l'intégrale IH f L. 
-   Effectuer dans l'intégrale IH f L le changement de variables défini par u = t2.
-   Déterminer deux réels a et b tels qu'on ait pour tout réel u ¥ 0 :



A] Cas où la fonction f est définie par f HtL = PHtL
t2+1

 avec P polynômiale

a) On suppose dans cette sous-question que PHtL = 1, donc que f HtL = 1
t2+1

.

-   Déterminer dans ce cas l'expression de f HtL- f H2 tL
t

, en donner un équivalent en +¶ et justifier

    la convergence de l'intégrale IH f L. 
-   Effectuer dans l'intégrale IH f L le changement de variables défini par u = t2.
-   Déterminer deux réels a et b tels qu'on ait pour tout réel u ¥ 0 :

3
2 Hu + 1L H4 u + 1L =

a
4 u + 1

+
b

u + 1
.

-   En déduire la valeur de l'intégrale IH f L.
b) On suppose dans cette sous-question que PHtL = t, donc que f HtL = t

t2+1
.

-   Justifier la convergence des intégrales Ÿ0
+¶ f HtL

t
 dt et Ÿ0

+¶ f H2 tL
t

 dt et préciser leurs valeurs.

-   En déduire la convergence et la valeur de l'intégrale IH f L.
c) On suppose dans cette sous-question que PHtL = t2, donc que f HtL = t2

t2+1
.

-   En posant u = t2, calculer les intégrales Ÿ0
A f HtL

t
 dt et Ÿ0

A f H2 tL
t

 dt pour tout réel positif A.

-   En déduire la convergence et la valeur de l'intégrale IH f L.
d) On suppose ici que PHtL = a2 t2 + a1 t + a0 avec a0, a1, a2 e R, donc que f HtL =

a2 t2+a1 t+a0
t2+1

.

    En exploitant les résultats précédents, justifier la convergence et donner la valeur de IH f L.
e) On suppose dans cette sous-question que PHtL = t3, donc que f HtL = t3

t2+1
.

-   Déterminer dans ce cas l'expression de f HtL- f H2 tL
t

, et étudier la convergence de l'intégrale IH f L. 
-   Que dire de l'intégrale IH f L si l'on suppose que PHtL = tn, donc f HtL = tn

t2+1
, avec n ¥ 3?

B] Cas où la fonction f est définie par f HtL = e-t
1°) Convergence de l'intégrale IH f L lorsque f HtL = e-t

a) En exploitant le développement limité de l'exponentielle, déterminer la limite suivante :

lim
tØ 0

f HtL - f H2 tL
t

= lim
tØ 0

e-t - e-2 t

t
.

     En déduire qu'on peut prolonger par continuité la fonction t ö e-t-e-2 t

t
 en t = 0.

b) Etablir qu'on a lorsque t tend vers +¶ :
f HtL - f H2 tL

t
=

e-t - e-2 t

t
=

+¶
o

1

t2
.

c) En déduire la convergence de l'intégrale IH f L.
2°) Calcul de l'intégrale IH f L lorsque f HtL = e-t

a) Pour tout réel ¶ε > 0, établir l'égalité suivante (en justifiant l'existence des intégrales) :

‡
¶ε

+¶ e-t - e-2 t

t
 dt = ‡

¶ε

+¶ e-u

u
 du - ‡

2 ¶ε

+¶ e-u

u
 du.

    En déduire que :

2



    En déduire que :

‡
¶ε

+¶ e-t - e-2 t

t
 dt = ‡

¶ε

2 ¶ε e-u - 1
u

 du + ‡
¶ε

2 ¶ε du
u

.

b) On considère la fonction h définie de R dans R par hHuL = e-u-1
u

 si u ¹≠ 0, et hH0L = -1.

    Etablir que h est continue sur R, puis qu'elle admet une primitive H de classe C1 sur R,
    et qu'on a pour tout réel ¶ε > 0 l'égalité suivante :

‡
¶ε

+¶ e-t - e-2 t

t
 dt = HH2 ¶εL - HH¶εL + lnH2L.

c) En déduire enfin la valeur de l'intégrale IH f L.
3°) Application au calcul d'une autre intégrale
En posant t = -lnHuL dans l'intégrale IH f L étudiée dans la partie B, déterminer la convergence et la
valeur de l'intégrale suivante :

J = ‡
0

1 u - 1
lnHuL  du.
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