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Corrigé de I'épreuve de mathématiques MP - PC - PSI (3h)

B PARTIE I : Etude de F lorsque f'a une limite finie L en +oco

1°) Etude d'un cas particulier

pttq
t2+1

a) On suppose dans cette questionque : V¢ = 0, f(¢) = , d'ou maintenant :

faxn-f@ 1(px*i+gq pt2+q) (p—q)(¥* 1)t

t t\ ¥ +1 £+1 (P2 +1)(2+1)

Un rapide calcul par identification (ou une décomposition en éléments simples) montre que :
(xz—l)t ayt byt x>t t

= + — .
(F2+1)(2+1)  22+1 2+1 2P+ £+
Il en résulte qu'on apour x >0ets=0:
fen-f@0  @-*-1)1 ( )[ X2t t )
t (2 +1)(2+1)

b) Le changement de variable u = ¢* conduit & :

A f(x 1) = f(2) p—q (2 ¥ 1
[ N

t 2 0 u+1 u+l

2
p—qr. (Pu+1\|" p-q (PA+1
= [ln ] = 11’1 .
2 u+l )} 2 A% +1
Enfin, lorsque 4 tend vers +co, cette intégrale admet une limite finie, ce qui établit I'existence et
donne la valeur de l'intégrale F(x) pour x > O :

F(x) :fﬂow dr = %ln(xz) = (p—q) In(x).
0

¢) Comme on observe que L = lim,, f = p et f(0) = g, on a donc de facon équivalente :
f+°° fxn) - [0
t

0

F(x) = dt = (L - £(0)) In(x).

2°) Etude de F(x) pour x > 0 lorsque f admet une limite finie L en +co
a)Pour0 <e< 4,onaenposantu =x1¢:

fA fan -0 dtzfA f& dt_fA@dt:f“f(“) " ‘fA f@
& t & t £ t X u & u

La relation de Chasles de € x a 4 x en passant par les valeurs intermédiaires € et 4 donne :

fA fGO-f® (oS “@du:f“@du ex £
& A

du.

du +

t ex U A u u & u



b) En posant respectivement ¢ = % et = “ dans ces deux derniéres intégrales, on obtient :
&

- x (A X
fA Sxt) = f(@) dtzf S dt—f f(en) &t
e 1 1

t t t

¢) La fonction f'admet une limite finie L en +oco : on a donc |f(x) — L| < 1 pour x assez grand,
disons pour x = a. On en déduit que :

- la fonction f'est continue est bornée par un réel M sur le compact [0, a].
-pourx=a,onalf(x)|=<|f(x)—L|+|Ll<1+]|L]|

Ainsi, f'est bornée sur Ry etona : || f]|, = sup{|f(x)|/x = 0} < max(M, 1+ |L]).

d) Appliquons le théoréme de convergence dominée a lx @ dt en supposant x = 1 :
- pour tout z€[1, x], la limite de @ lorsque A tend vers +oo est %

- pour tout t€[1, x], pour tout 4 > 0, on a ‘-_f(f’)‘ < ”fltloo.

Cette dernicre fonction étant continue est intégrable sur le segment [1, x], et on a donc :

x f(At x L
lim f AL dt = f —dt = Ln®x).
A-+o0J1 t 1t

De méme, en appliquant le théoréme de convergence dominée a flx @ df en supposant x > 1 :

X X 0
lim f JED 4o 1Oy, - £(0) In(x).
e—0J1 t 1 t

Si0 < x < 1, on obtient les mémes résultats en adaptant les raisonnements précédents.

e) En faisant tendre € vers 0 et 4 vers +oco, on obtient compte tenu de 2.a), 2.b) et 2.d) la conver-
gence de l'intégrale F(x) pour x > 0 ainsi que sa valeur :
f+°° Sxt)—f(0)
0 t
Et on retrouve ainsi de fagon générale le résultat obtenu pour la fonction f'de la question 1.

dt = (L - £(0)) In(x).

3°) Application aux cas ou f(f) = Arctan(?) et f(¢) = e™!
a) La fonction Arctan est continue sur R, nulle en 0 et de limite ;—r en +oo.

Le résultat précédent s'applique donc et donne :

+oo Arctan(x ) — Arctan(?) n
¥Yx>0, f dt = — In(x).
0 t 2
En particulier, on en déduit poura >0, b >0 :
+oo Arctan(a t) — Arctan(b t) no(a
f dt = F(a)- F(b) = Eln(g)
0 t

b) La fonction  — e’ est continue sur R, égale a 1 en 0 et de limite 0 en +co.
Le résultat précédent s'applique donc et donne :

too e Xt _ ot
Vx>0, f —— df = —In(x).
0 t




B PARTIE II : Etude de F(x) lorsque I = f1+°° @ dz converge

4°) Etude du cas particulier ou l'intégrale impropre J = f0+0° @ dt converge

On suppose dans cette question que l'intégrale 7 = f0+°° @ dt converge.

a) Pour 0 < £ < 4 et pour tout réel x > 0, on a en posant u = x ¢ :

fAf(Xt)dt (W,

t ex u

En faisant tendre € vers 0 et 4 vers +co, on obtient I'existence de f0+°° @ dr et I'égalité :

LD g L,
0 t 0 u

b) On en déduit aussitot, pour tout réel strictement positif x :
+oo fxt) — f(2) +oo f(x 1) +oo f(1)
R TR T e GO T U
0 t 0 t 0 t

0.

5°) Application au cas ou f(t) = sin(t)
a) Comme ¢t — 1 — cos(?) est une primitive de £ — sin(#), une intégration par parties donne :

A sin(f) 1 — cos(?) 4 41 — cos(?)
fs t dt:[—t ]8 +f8 — dt

1—cos(?) t < q:
— 3 d'ou lim, _,

2 _
b) Comme cos(f) = 1 — % + o(tz), ona 1zcos® _ ).

Et comme 0 < 1 — cos(?) < 2, on a immédiatement limy; _, 4, 1zeos® _ g,

Ainsi, le crochet précédent a pour limite 0 lorsque € tend vers 0 et 4 vers +oo.

A 1—cos(?) ) R TIRRNET: l—cos(®) _ 1
¢) De méme, on a 2 37 d'ou lim, —2 =7
. . . .. 1— t . e
Ainsi, la fonction positive t — €s® e prolonge par continuité sur R,.
p > p gep
t
1- t ) s 1- t .
Et comme 0 < %() < %, on en déduit que I'intégrale [,* cgs( ) d¢ est bien convergente.
t t t

En faisant tendre € vers 0 et 4 vers +co dans 1'intégration par parties obtenue précédemment,

on obtient la convergence de l'intégrale f0+°° %(t) dr et 1'égalité :

+co sin(z +oo | — t
f @ 4 :f 1-cos)
0 t 0 2

d) Nous sommes donc dans les hypothéses de la question 4, et on en déduit que :

+oo sin(x ¢) — sin(?
Vx>0, f —( ) ()dt:O.
0 t




6°) Etude de F(x) pour x > 0 lorsque l'intégrale impropre I = fl+°° @ dt converge

a) Pour 0 < £ < 4, on a en posant u = x ¢t comme a la question 2 :

fA fen=7@ dt:fA A dt—fA&d —fo@du—fAMdu
£ t £ t & t £x u £ u

La relation de Chasles de £ x a 4 x en passant par les valeurs intermédiaires € et 4 donne :

GRS P L W R (T RO
& t ex U A u A u & u
Enfin, en posant ¢ = g dans la derniere intégrale, on obtient :
fA J&xn—-f@) dz—fof(u) f(st)
€ t

b) On a de fagon immédiate :

[0 g I, 110
A u 1 u 1 u

D'apres la convergence de l'intégrale [ = fl+°° % dt, il vient lorsque A4 tend vers +oo :

lim fo@du =f+deu —f+oonu - 0.
A-+c0Jy u 1 u 1 u

¢) Appliquons encore le théoréme de convergence dominée a flx @ df en supposant x > 1 :
Q) (0)

- pour tout z€[1, x], la limite de TG ( D dt lorsque € tend vers 0 est

- pour tout z€[1, x], pour tout 0 < € < 1, le réel & ¢ appartient a [0, x].
Comme fest continue sur le segment [0, x], elle y est bornée par un réel M, et :

M.
Vtell, x] (ou [x, 1]), Yee]O0, 1], ‘@ x

t
Cette dernicre fonction est bien intégrable sur le segment [1, x], et on a donc :

lim f i (‘: D g = & dt = £(0) In(x).

1
Si0 < x < 1, on obtient les mémes résultats en adaptant les raisonnements précédents.

d) On a ¢tabli a la question 6.a) 1'égalité suivante :
fA fan-fo fof(u) f(e D
£ 4
En faisant tendre € vers 0 et 4 vers +oo, on obtient compte tenu de 6.b) et 6.c) la convergence de
l'intégrale F(x) pour x > 0 ainsi que sa valeur :

Foy = [ M dt = — £(0) In(x).

0

7°) Application aux cas ou f(t) = el et f(#) = cos(?)
a) Une intégration par parties donne facilement pour tout 4 > 1 :

4 eit et 4 eit
Ca= ] i [
1t itd 17



b) Comme

iA . 4 .
=1 l'expression <— tend vers 0 lorsque A tend vers +oo, et par conséquent :
A A iA

1
‘ o4 ' dAd o ¢l y
im |—| = lim |———]=—-—— = i¢é.
1

A-+oo L [t A-+0\ [ A ) i
) it ) it
D'autre part, la fonction t — % est continue sur [1, +oo[ et son module vaut % = Lz
t t t
o o it
Comme l'intégrale f1+°° d—zl converge, on en déduit que fl+°° 67 dt est absolument convergente.
t t

Une intégrale absolument convergente étant convergente, il en résulte que :
A ei t . +o0 ei t

lim —dt:ie’—if — dr.
A—-+o00J1 t 1 l2

: L TH 4 +00 elt
Ainsi, 'intégrale fl — dr est convergente.

¢) Nous sommes donc dans les hypotheses de la question 6, et on en déduit que :
+oo ol Xt _ ol
Vx>0, f — dt = -In(x).
0 t

En prenant les parties réelle et imaginaire, on obtient le résultat suivant pour f(¢) = cos(¢) et
on retrouve le résultat déja obtenu pour f(¢) = sin(?) :

+oo cos(x #) — cos(? +oo sin(x ¢) — sin(?
Vx>0, f &) ()dt:—ln(x) et f udt:O
0 t 0 t

m PARTIE III : Une autre méthode de calcul lorsque f(t) = e et f(¢t) = &'’
8°) Etude des fonctions U et V

. e .. . Ix_p—t , \
a) Par développement limité, la limite en O de la fonction ¢t — % est égalea 1 —x.

itx_,it

De méme, la limite en 0 de la fonction t — £ est égale a i(x — 1).

Ainsi prolongées en 0 par ces deux valeurs, ces deux fonctions sont continues sur [0, +oof.

b) Les deux intégrales U(x, R) et V(x, R) existent donc pour x > 0 et R = 0 en tant qu'intégrales
de fonctions continues sur un segment.
Et pour x > 0, les deux fonctions R — U(x, R) et R — V(x, R) sont donc des primitives de

ces fonctions continues ; ainsi, elles sont de classe C! sur R, eton a :
ou e Ry _ R oV e Rx _ ol R
— xR=— ; —xR=—.
OR R OR R

9°) Calcul de l'intégrale u(x) pour x > 0
ot X

et )
a) Pour tout réel x > 0, la fonction t — % est continue sur | 0, +oo.

Au voisinage de 0, on a vu qu'elle est prolongeable par continuité par la valeur 1 — x en 0.

e—tx_e—t‘ —0 L
t 12 )

Et comme l'intégrale fl+°° d—zt converge, on en déduit la convergence de l'intégrale u(x).
t

Au voisinage de +oo, on remarque que




10

b) On applique le théoréme de dérivation sous le signe intégral :

—tx_ -t . . \ .
-ona < (%) = —e ¥, et cette fonction est continue par rapport a ses variables x et z.

ox
-pour a < x < b (ou [a, b] c R%), on a la domination suivante, indépendante de x :

a e—tx _ e—l‘
0x t

Comme la fonction t —s e~ est intégrable sur R, on en déduit que u est de classe C! sur
tout segment [a, b] c R%, donc sur R}, etona:

+oo J (eTT¥—e7! +o0 1
u'(x) :f —[—de = —f e rdt = ——.
0o 0x t 0 X

¢) Comme u(1) = 0, il en résulte qu'on a :

too g X — ot
u(x) = f ——dr = —In().
0 t

—tx

= |—e_tx| =e < ¢4,

Yi>0,

10°) Calcul de l'intégrale v(x) pour x > 0
T

. 3 _xRe-it s y
a) L'intégrale ¢(x, R) = ﬁ)ze *Re™" gt est définie pour tout x >0 et R = 0 en tant qu'intégrale
d'une fonction continue sur le segment [0, ;—r] Et comme c'est une intégrale dépendant du

parameétre R, on lui applique le théoréme de dérivation propre a ce type d'intégrale :

 Re—it it —xRe—it . )
-ona %(6 XRe ): —xe it e *Re " qui est continue en x et en ¢.

- pour R = 0, on a la domination suivante, indépendante du parametre R :

T . _—
v tE[O, 5]’ ‘_xe—zte—xRe it e—Rxcos(t) <

=X X.

Comme la fonction constante + — x est intégrable sur [O, ;—r], la fonction R — ¢(x, R) est

de classe C' surR, etonapourx>0etR=0:
/s Vs

5_€0(x’ R) = fgi(e_me_”)dt = _fzxe—ite—xRe_”dt'
OR 0 OR 0

_y . . . it xRt
On calcule alors l'intégrale précédente, en remarquant que la fonction r —s x e/ e ™R est
i . LRIt
la dérivée de la fonction t — % e ¥Re
1

oy 1
R = |-

iR 0 Z_R
b) Les résultats précédents montrent que :
ou oV e Rx _ o=k giRx _ iR
— R -— KR = -
OR OR R R
oy oy 1 ‘ 1
_ x, R o 1’ R - e—xR_elxR - e—R _elR
OR (e ) OR (LR iR ( ) iR ( )
On obtient bien I'égalité voulue :
ou oV oy

R R)=1i R 0% 1, R
aR (xa ) (-x: )_l (x5 ) laR( s )

OR OR



Les fonctions R — U(x, R) — V(x, R) et R — i ¢(x, R) — i ¢(1, R) ont donc méme dérivée et
il est clair qu'elles sont égales en R = 0, ou elles valent 0. Il en résulte qu'elles sont égales :
Vx>0, VR=0, U, R-V(x,R) =iplx, R)—i¢(1,R).

¢) Cherchons pour x > 0 la limite de ¢(x, R) lorsque R tend vers +oo.
Appliquons a cet effet le théoréeme de convergence dominée :

—xRe_.

. t
-pour0<t< g, la limite de e l lorsque R tend vers +oo est nulle.

—xRe !t

En effet, on a ‘e = ¢ ¥ Reost) qui tend clairement vers 0 lorsque R tend vers +oo.

‘e—xRe_it — e—chos(t) <1

- pour tout 7 € [O, ;—T], pour tout R > 0, on a

Cette fonction t — 1 est bien intégrable sur le segment [O, g] et on a donc :

T T

lim o(x, R) = lim [ 2e*Re s = f 2 fim R g = 0.
R—- +c0 0 0

R - +o00 R— 400

d) Examinons la relation obtenue ci-dessus en 10.b) lorsque R tend vers +oo :
¥Yx>0,YR=0, U R)—V(x,R) =ipx, R)—i¢(l, R).
On remarque que :
- au membre de droite, ¢(x, R) et ¢(1, R) tendent donc vers 0 lorsque R tend vers +co.
- au membre de gauche, U(x, R) tend vers l'intégrale convergente u(x) lorsque R tend vers +oo.
Comme il y a quatre termes dans I'égalité, le quatriéme, qui est V(x, R), a aussi une limite finie
lorsque R tend vers +co, ce qui établit I'existence de :
Reitx_eit 00 eitx_elt
lim V(x,R) = lim —dr = f ——dt = v(x).
R— 400 R— +c0 ) t 0 t

En faisant tendre R vers +oo dans I'égalité U(x, R) — V(x, R) = i¢(x, R) —i ¢(1, R), on a donc :

+oo @l X _ ot oo eitx _ eit
u(x)—v(x)zf —dt—f ———dt = 0.
0 t 0 t

Et d'apres le calcul déja réalisé de u(x) a la question 9, on retrouve bien :

+00 eitx _ eit +oo gIX _ ot
f —dr = f —dr = ~In(x).
0 ! 0 t




