
Corrigé de l'épreuve I

Etude des solutions d'une équation différentielle
     

1°) Forme générale des solutions de (E)
a) Quitte à multiplier l'équation (E) par e-a t qui ne s'annule pas, l'équation (E) équivaut à :

" t e , e-a tHtL y£HtL - a e-a tHtL yHtL = e-a t  f HtL.
Ce qui s'écrit de façon équivalente :

" t e ,
d
dt

 Ie-a tHtL yHtLM = e-a t  f HtL.

b) Si f est nulle, l'équation équivaut à : d
dt

 Ie-a tHtL yHtLM = 0. Il en résulte que :

$ C e , " t e , e-a tHtL yHtL = C ou yHtL = C ea t.
Si f est quelconque, on a de même :

$ C e , " t e , e-a tHtL yHtL = C +‡
0

t
e-a u f HuL du ou yHtL = C ea t + FHtL.

c) Parmi ces solutions, il en existe une et une seule vérifiant yH0L = y0, et c'est :

" t e , yHtL = y0 ea t + FHtL = y0 ea t + ea t  ‡
0

t
e-a u f HuL du.

‡ Partie I : Etude des solutions périodiques
2°) Etude de deux exemples
a) Si y est une fonction dérivable et  2p-périodique, sa dérivée l'est aussi.
Si y est une solution 2p-périodique de l'équation (E), on a donc :

" t e , f HtL = y£HtL - a yHtL = y£Ht + 2 pL - a yHt + 2 pL = f Ht + 2 pL.
Ainsi donc, f est nécessairement 2p-périodique.

b) Résolvons l'équation y£HtL - a yHtL = cosHtL lorsque a est réel. On a alors :

" t e , FHtL = ea t  ‡
0

t
e-a u cosHuL du.

Par double intégration par parties, ou en remplaçant 2 cosHtL = ei t + e-i t, il vient :

FHtL = ea t  ‡
0

t
e-a u cosHuL du =

a ea t

1 + a2
+

sinHtL - a cos HtL
1 + a2

.

On en déduit immédiatement toutes les solutions de l'équation (E) :

yHtL = C +
a

1 + a2
 ea t +

sinHtL - a cos HtL
1 + a2

Une de ces solutions est 2p-périodique si et seulement si " t e , yHt + 2 pL = yHtL.
On en déduit que l'équation (E) a une solution 2p-périodique et une seule, qui est :

yHtL =
sinHtL - a cos HtL

1 + a2

c) Résolvons l'équation y£HtL - i yHtL = cosHtL. On a alors :
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c) Résolvons l'équation y£HtL - i yHtL = cosHtL. On a alors :

" t e , FHtL = ei t  ‡
0

t
e-i u cosHuL du =

ei t

2
 ‡
0

t I1 + e-2 i uM du.

On en déduit immédiatement FHtL et l'ensemble des solutions de (E) :

yHtL = C ei t +
1
2

 t ei t +
1
2

 sinHtL.
Il est clair qu'aucune de ces solutions n'est périodique.

3°) Etude des solutions périodiques de (E) lorsque f est périodique
a) Si y est solution de (E), on a y£HtL - a yHtL = f HtL pour tout réel t.
Quitte à changer t en t + 2 p et en tenant compte de la 2p-périodicité de f, on a :

" t e , y£Ht + 2 pL - a yHt + 2 pL = f Ht + 2 pL = f HtL.
Ainsi, si t ö yHtL est solution de (E), alors t ö yHt + 2 pL l'est aussi.
Or,  d'après la question 1°,  il  existe une et  une seule solution de l'équation (E)  qui vérifie
une  condition  initiale  donnée  en  0  :  les  deux  solutions  t ö yHtL  et  t ö yHt + 2 pL  sont
donc égales si et seulement si elles prennent la même valeur en 0, soit yH0L = yH2 pL.

b) Résolvons l'équation e2 a p = 1, ou, en posant a = a1 + i a2  avec a1 = ReHaL, a2 = ImHaL,
l'équation e2 a1 p e2 i a2 p = 1. L'égalité des modules donne d'abord e2 a1 p = 1, donc a1 = 0,
puis l'égalité des arguments modulo 2p donne 2 a2 p = 0 @2 pD, soit a2 e .
Les solutions de e2 a p = 1 sont donc les complexes a e i, de la forme a = i a2 avec a2 e .

c) Une solution y : t ö C ea t + FHtL est 2p-périodique si et seulement si yH0L = yH2 pL, ou :

C = C e2 a p + e2 a p ‡
0

2 p
e-a u f HuL du.

Cette équation détermine la constante C car a n'appartenant pas à i, on a e2 a p ≠ 1.
On en déduit ainsi l'unique solution 2p-périodique de (E) :

yHtL =
eaHt+2 pL

1 - e2 a p
 ‡
0

2 p
e-a u f HuL du + FHtL.

Notons que, d'après 2.c, l'existence de solutions périodiques peut tomber en défaut si a e i.

4°) Développement en série de Fourier de la solution périodique de (E)
a) Une intégration par parties donne immédiatement cnHg£L = i n cnHgL car :

1
2 p

 ‡
0

2 p
e-i n u g£HuL du = Ae-i n u gHuLE02 p +

i n
2 p

 ‡
0

2 p
e-i n u gHuL du

(le crochet ci-dessus est bien nul entre 0 et 2p car u ö e-i n u gHuL est 2p-périodique).

b) Si f est 2p-périodique et si y est l'unique solution 2p-périodique de l'équation (E), on a
en multipliant la relation y£HtL - a yHtL = f HtL par e-i n t et en l'intégrant sur [0, 2p] :

cnHy£ - a yL = cnH f L.
Par linéarité de l'intégration et compte tenu de cnHy£L = i n cnHyL, on a cnHyL =

cn H f L
i n-a

.

c) La solution 2p-périodique y de l'équation (E) est de classe C1 (comme le sont toutes
les solutions de (E)) et le théorème de convergence normale de Dirichlet démontre que 
la série de Fourier de y converge normalement vers y, ce qui implique pour tout réel t :
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c) La solution 2p-périodique y de l'équation (E) est de classe C1 (comme le sont toutes
les solutions de (E)) et le théorème de convergence normale de Dirichlet démontre que 
la série de Fourier de y converge normalement vers y, ce qui implique pour tout réel t :

yHtL = ‚
n=-¶

n=+¶

cnHyL ei n t = ‚
n=-¶

n=+¶ cn H f L
i n - a

 ei n t.

d) On peut alors retrouver le résultat de la question 2.(b).
En effet, on a f HtL = cosHtL = 1

2
 ei t + 1

2
 e-i t qui est bien 2p-périodique.

Ses coefficients de Fourier sont donc c1 = c-1 = 1
2

, avec cn = 0 sinon, de sorte que

l'unique solution 2p-périodique de l'équation y£HtL - a yHtL = cosHtL avec a réel est bien :

yHtL = ‚
n=-¶

n=+¶ cn H f L
i n - a

 ei n t =
ei t

2 Hi - aL -
e-i t

2 Hi + aL =
sinHtL - a cosHtL

1 + a2
.

 

‡ Partie II : Etude des solutions exponentielles-polynômes
5°) Etude de deux exemples
a) Si yHtL = PHtL eb t est solution de l'équation y£HtL - a yHtL = f HtL, on a :

f HtL = y£HtL - a yHtL = P£HtL eb t + b PHtL eb t - a PHtL eb t = HP£HtL + Hb - aL PHtLL eb t.
Ainsi, si (E) a une solution exponentielle-polynôme yHtL = PHtL eb t, le second membre f est
nécessairement exponentiel-polynôme de la forme f HtL = QHtL eb t

b) Deux intégrations par parties donnent facilement :

" t e , FHtL = et  ‡
0

t
e-2 u u2 du =

et

4
-

e-t

4
 I2 t2 + 2 t + 1M.

Les solutions de l'équation y£HtL - yHtL = t2 e-t sont donc :

" t e , yHtL = C +
1
4

 et -
e-t

4
 I2 t2 + 2 t + 1M.

La seule solution exponentielle-polynôme est donc définie par :

" t e , yHtL = -
e-t

4
 I2 t2 + 2 t + 1M.

c) On a ici de façon immédiate :

" t e , FHtL = et  ‡
0

t
u2 du =

t3 et

3
.

Les solutions de l'équation y£HtL - yHtL = t2 et sont donc :

" t e , yHtL = C et +
t3 et

3
= et

t3

3
+ C .

Toutes les solutions sont ici exponentielles-polynômes.

 

6°) Etude d'un endomorphisme de q@X D
a) Examinons le noyau de l'endomorphisme j = D + c Id :
- si c = 0, jHPL = P£ = 0 équivaut à P e 0@X D, et KerHjL = 0@X D.
- si c ≠ 0, jHPL = P£ + c P = 0 implique P£ = -c P, d'où, si P ≠ 0, l'égalité d±HP£L = d±HPL. 
  Celle-ci est impossible, ce qui établit que P = 0.
Comme  q@X D  est  de  dimension  finie,  l'endomorphisme  j = D + c Id  est  bijectif  si  et
seulement s'il est injectif, donc si et seulement si KerHjL = 80<, donc si et seulement si c ≠ 0.

6       



6°) Etude d'un endomorphisme de q@X D
a) Examinons le noyau de l'endomorphisme j = D + c Id :
- si c = 0, jHPL = P£ = 0 équivaut à P e 0@X D, et KerHjL = 0@X D.
- si c ≠ 0, jHPL = P£ + c P = 0 implique P£ = -c P, d'où, si P ≠ 0, l'égalité d±HP£L = d±HPL. 
  Celle-ci est impossible, ce qui établit que P = 0.
Comme  q@X D  est  de  dimension  finie,  l'endomorphisme  j = D + c Id  est  bijectif  si  et
seulement s'il est injectif, donc si et seulement si KerHjL = 80<, donc si et seulement si c ≠ 0.

b) Pour tout polynôme P de degré inférieur ou égal à q, on a Dq+1HPL = 0 (mais on n'a pas
nécessairement DqHPL = 0 puisque DqHX qL = q!). Si c ≠ 0, on en déduit que :

HD + c IdL Î ‚
k=0

q H-1Lk
ck+1

 Dk = ‚
k=0

q H-1Lk
ck+1

 Dk+1 +‚
k=0

q H-1Lk
ck

 Dk

= ‚
k=1

q+1 H-1Lk-1

ck
 Dk +‚

k=0

q H-1Lk
ck

 Dk = Id +
H-1Lq
cq+1

 Dq+1 = Id.

On fait le même calcul dans l'autre sens, et on en tire finalement l'inverse de j = D + c Id :

HD + c IdL-1 = ‚
k=0

q H-1Lk
ck+1

 Dk =
1
c

 Id -
1

c2
 D +

1

c3
 D2 - ... +

H-1Lq
cq+1

 Dq.

c) Pour tout polynôme Q e q@X D, l'équation P£ + c P = Q s'écrit jHPL = Q.
Ses solutions sont nécessairement de même degré que le polynôme Q, elles appartiennent
donc à q@X D et il existe donc une et une seule solution, qui est :

j-1HQL = HD + c IdL-1 HQL = ‚
k=0

q H-1Lk
ck+1

 QHkL =
1
c

 Q -
1

c2
 Q£ +

1

c3
 Q″ - ... +

H-1Lq
cq+1

 QHqL.

7°) Etude des solutions exponentielles-polynômes de (E)
a)  L'application  t ö yHtL = eb t  PHtL  est  solution  de  l'équation  y£HtL - a yHtL = eb t  QHtL  si  et
seulement  si  eb t  P£HtL + Hb - aL eb t  PHtL = eb t  QHtL,  soit  P£ + Hb - aL P = Q  puisqu'une expo-
nentielle  ne  s'annule  jamais.  Si  b ≠ a,  donc  c ≠ 0,  on  a  établi  au  6°  que  cette  équation
admet l'unique solution P suivante :

P = j-1HQL =
1
c

 Q -
1

c2
 Q£ +

1

c3
 Q″ - ... +

H-1Lq
cq+1

 QHqL.

b)  Si  b = a,  l'application  t ö yHtL = eb t  PHtL  est  solution  de  y£HtL - a yHtL = ea t  QHtL  si  et
seulement  si  eb t  P£HtL = eb t  QHtL,  soit  P£ = Q  et  cette  équation  admet  pour  solutions  P
l'ensemble des polynômes dont la dérivée est Q.

c) En appliquant le résultat de cette question, on voit que :
•  l'unique solution exponentielle-polynôme de l'équation y£HtL - yHtL = t2 e-t est :

yHtL = -
e-t

4
 I2 t2 + 2 t + 1M.

   (On a en effet a = 1, b = -1, donc c = b - a, et on résout P£ - 2 P = Q avec QHtL = t2).
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   (On a en effet a = 1, b = -1, donc c = b - a, et on résout P£ - 2 P = Q avec QHtL = t2).

•  les solutions exponentielles-polynômes de l'équation y£HtL - yHtL = t2 et sont :

yHtL = et
t3

3
+ C .

   (On a en effet a = b = 1, donc c = 0, et on résout P£ = Q avec QHtL = t2).
Notons qu'on a ainsi toutes les solutions de l'équation, qui sont donc toutes des solutions
exponentielles-polynômes.

‡ Partie III : Etude des solutions bornées sur +

8°) Comportement des solutions sur  + lorsque a < 0
a) La fonction F est clairement bornée sur + lorsque f est bornée sur + par ° f ¥+ car :

" t ¥ 0, †FHtL§ = ea t  ‡
0

t
e-a u f HuL du § ea t  ‡

0

t
e-a u † f HuL§ du § ea t  ° f ¥+ ‡

0

t
e-a u du.

Le calcul de cette dernière intégrale donne :

" t ¥ 0, †FHtL§ § ° f ¥+ ea t  
1 - e-a t

a
= ° f ¥+ 

1 - ea t

†a§ §
1
†a§  ° f ¥+.

On en déduit que F est bornée, et qu'on a °F¥+ § 1
†a§  ° f ¥+.

Comme les autres solutions s'écrivent yHtL = FHtL + C ea t, on a de même °y¥+ § °F¥+ + †C§.

b) Si la fonction continue f :  ö  tend vers 0 en +¶, on a :
" ε > 0, $ A > 0, " x e + : x ¥ A ï † f HxL§ § ε †a§.

Pour x ¥ A, on en déduit la majoration suivante :

" t ¥ A, †FHtL§ § ea t  ‡
0

A † f HuL§ e-a u du + ea t  ‡
A

t † f HuL§ e-a u du.

" t ¥ A, †FHtL§ § ea t  ‡
0

A † f HuL§ e-a u du + ε †a§ ea t  ‡
A

t
e-a u du.

En calculant la dernière intégrale, celle-ci se majore par 1†a§  e
-a t et il vient :

" t ¥ A, †FHtL§ § ea t  ‡
0

A † f HuL§ e-a u du + ε .

Le  membre  de  droite  de  l'inégalité  tend  vers  ε  quand  t  tend  vers  +¶,  et  il  existe  donc
B ¥ 0 tel que, pour t ¥ B, ce second membre soit inférieur à 2ε, d'où :

" t ¥ maxHA, BL, †FHtL§ § 2 ε .
Ce qui signifie qu'on a limtØ +¶ FHtL = 0.

c) Si la fonction continue f :  ö  tend vers L en +¶, on peut écrire :

" t ¥ 0, FHtL = ea t  ‡
0

t
e-a uH f HuL - LL du + L ea t  ‡

0

t
e-a u du.

Comme la limite de f - L en +¶ est nulle, le résultat de la question b) démontre que 
la première intégrale ci-dessus tend vers 0 quand t tend vers +¶.
La seconde intégrale tend alors vers L ê †a§ quand t tend vers +¶ puisqu'on a :

" t ¥ 0, L ea t  ‡
0

t
e-a u du = L ea t  

e-a t - 1
†a§ = L

1 - ea t

†a§ .

On en déduit que si limtØ +¶ f HtL = L, alors limtØ +¶ FHtL = L ê †a§.
Et comme la solution générale s'écrit yHtL = FHtL + C ea t, on voit que si limtØ +¶ f HtL = L,
alors toutes les solutions de l'équation tendent vers L ê †a§.
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On en déduit que si limtØ +¶ f HtL = L, alors limtØ +¶ FHtL = L ê †a§.
Et comme la solution générale s'écrit yHtL = FHtL + C ea t, on voit que si limtØ +¶ f HtL = L,
alors toutes les solutions de l'équation tendent vers L ê †a§.

9°) Comportement des solutions sur  + lorsque a > 0
a)  La  fonction  u ö f HuL e-a u  est  continue  sur  +  et  intégrable  sur  +  puisqu'elle  est
majorée  par  la  fonction  intégrable  u ö ° f ¥+ e-a u  (on  a  en  effet  a > 0),  ce  qui  justifie
l'existence de l'intégrale I.

b) La fonction G ci-dessous est solution de (E) puisqu'elle s'écrit sous la forme suivante :

" t e , GHtL = FHtL - ea t  I = ea t  ‡
0

t
f HuL e-a u du - ea t  ‡

0

+¶
f HuL e-a u du

soit encore, avec la relation de Chasles :

" t e , GHtL = -ea t  ‡
t

+¶
f HuL e-a u du.

Cette solution est bien bornée sur + puisqu'on a :

" t ¥ 0, †GHtL§ = ea t  ‡
t

+¶
f HuL e-a u du § ea t  ‡

t

+¶ † f HuL§ e-a u du §
1
a

 ° f ¥+.

Toute autre solution n'est pas bornée sur +  car elle s'obtient en ajoutant à cette solution
une solution de l'équation homogène t ö C ea t, qui tend vers +¶ en +¶.
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Suite possible

‡ Partie IV : Etude d'approximations successives d'une solution
On étudie dans cette partie une méthode d'approximation par une suite de fonctions (yn) de
la solution y du problème suivant : " t e , y£HtL - a yHtL = f HtL avec yH0L = y0 e .

10°) Etablir l'équivalence des deux propriétés suivantes :
(1) il existe une fonction y :  ö , de classe C1 sur , telle que :

" t e , y£HtL - a yHtL = f HtL et yH0L = y0.
(2) il existe une fonction y :  ö , continue sur , telle que :

" t e , yHtL = y0 +‡
0

tHa yHuL + f HuLL du.

Dans la suite de cette partie, on convient de définir comme suit une suite de fonctions HynL,
continues de  dans , par y0HtL = y0, puis, pour tout entier naturel n par :

" t e , yn+1HtL = y0 +‡
0

tHa ynHuL + f HuLL du.

11°) Etude d'un exemple
On suppose ici que y0 est donné dans , et que f est la fonction nulle.
a) Préciser y1HtL, y2HtL, y3HtL pour t e .
b) Formuler une hypothèse de récurrence pour yn et vérifier celle-ci. 
    En déduire la limite simple de la suite HynL et la comparer à la solution exacte de (E).

12°) Etude de la convergence de la suite de fonctions HynL
On établit dans cette question la convergence de la suite de fonctions (yn) vers la solution y
du problème de Cauchy précédent.
a) Pour tout nombre réel t, montrer l'inégalité suivante :

†yn+1HtL - yHtL§ § †a§ ‡
0

t †ynHuL - yHuL§ du .

b) Pour tout réel c > 0, on pose dans la suite : °yn - y¥c = sup 8†ynHtL - yHtL§ ê t e @-c, cD<.
-  Prouver par récurrence qu'on a pour tout entier naturel n :

" t e @-c, cD, †ynHtL - yHtL§ §
†a§n †t§n

n!
 °y0 - y¥c.

-  En déduire l'inégalité suivante pour tout réel c > 0 :

°yn - y¥c §
†a§n cn

n!
 °y0 - y¥c.

c) En déduire que limnØ +¶ °yn - y¥c = 0, et que la suite HynL converge simplement vers 
    la solution y sur .
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‡ Partie IV : Etude d'approximations successives d'une solution
10°) Pour montrer que (1) implique (2), intégrons de 0 à t la relation y£HtL = a yHtL + f HtL 
en tenant compte de la condition yH0L = y0 :

" t e , yHtL - y0 = ‡
0

t Ha yHuL + f HuLL du.

Inversement,  si  y  est  une  fonction  continue  sur    vérifiant  la  relation  ci-dessus,  on  voit
que  
le membre de droite est la primitive s'annulant en 0 de la fonction continue a y + f ,  d'où
résulte son caractère C1  sur . Ainsi, le membre de gauche y est aussi de classe C1  sur 
et on a par dérivation en t et par évaluation en 0 de cette relation :

" t e , y£HtL - a yHtL = f HtL et yH0L = y0.

11°) Etude d'un exemple
a) Si f = 0, la suite HynL est définie par y0HtL = y0, puis par :

" t e , y1HtL = y0 + a ‡
0

t
y0HuL du = y0H1 + a tL.

" t e , y2HtL = y0 + a ‡
0

t
y1HuL du = y0 1 + a t +

a2 t2

2
.

" t e , y3HtL = y0 + a ‡
0

t
y2HuL du = y0 1 + a t +

a2 t2

2
+

a3 t3

6
.

b) On peut alors supposer que :

" t e , ynHtL = y0 1 + a t +
a2 t2

2!
+

a3 t3

3!
+ ... +

an tn

n!
.

La relation yn+1HtL = y0 + a Ÿ0t ynHuL du  permet alors de vérifier facilement cette hypothèse,
et d'après le développement en série entière de l'exponentielle, on voit que :

" t e , lim
tØ +¶

ynHtL = y0 lim
tØ +¶

1 + a t +
a2 t2

2!
+

a3 t3

3!
+ ... +

an tn

n!
= y0 ea t.

Il s'agit bien de la solution de l'équation y£HtL = a yHtL avec yH0L = y0.

12°) Etude de la convergence de la suite de fonctions HynL
a) La solution y du problème de Cauchy proposé vérifie, d'après 10° :

" t e , yHtL = y0 +‡
0

tHa yHuL + f HuLL du.

Et vue la définition de yn+1, on en déduit par différence la majoration voulue :

" t e , †yn+1HtL - yHtL§ = a ‡
0

tHynHuL - yHuLL du § †a§ ‡
0

t†ynHuL - yHuL§ du .

b) Pour tout c > 0, on pose °yn - y¥c = sup 8†ynHtL - yHtL§ ê t e @-c, cD<.
On raisonne alors par récurrence, l'inégalité proposée étant triviale pour n = 0.
En supposant l'hypothèse vraie au rang n, on a alors pour †t§ § c :
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†yn+1HtL - yHtL§ § †a§‡
0

t†ynHuL - yHuL§ du § †a§ °y0 - y¥c ‡
0

t †a§n †u§n
n!

 du .

Quitte à distinguer les cas t ¥ 0 et t § 0, on en déduit pour †t§ § c :

" t e @-c, cD, †yn+1HtL - yHtL§ §
†a§n+1 †t§n+1

Hn + 1L!
 °y0 - y¥c.

L'hypothèse de récurrence est donc vérifiée, et on en déduit aussitôt que :

°yn - y¥c §
†a§n cn

n!
 °y0 - y¥c.

c) La suite n ö †a§n cn

n!
 tend vers 0 quand n tend vers +¶ puisqu'il s'agit du terme général

de la série convergente définissant expH†a§ cL. Il en résulte qu'on a limnØ +¶ °yn - y¥c = 0. 
On a donc la convergence uniforme sur tout segment @-c, cD de la suite HynL vers y.
Il en résulte, pour tout réel t, que : †ynHtL - yHtL§ § °yn - y¥†t§.
Il en résulte, pour tout réel t, que : limnØ +¶ ynHtL = yHtL.
On a donc la convergence simple sur  de la suite de fonctions HynL vers y.

12       


