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Corrigé de 1'épreuve optionnelle de mathématiques (2h)

PARTIE I : préliminaires sur les séries de Riemann
1°) Etude de la série de Riemann pour x = 1

a) La fonction t — % est décroissante sur [n, n + 1], ce qui conduit a I'encadrement :

1 n+1  dt n+1 d¢ n+1 dt 1
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n+1 L n+1 ‘fn t [1 n n

b) Par sommation pour 1 <n < p — 1, on en déduit que :
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Quitte a poser n’ = n + 1 dans la premiére somme, ceci s'écrit encore :

p dt 1
Hp—lsf—:ln(p)sHp——.
1t p

¢) On en déduit aussitot que In(p) < H, <In(p) + 1 pour p > 1.
La suite définie par v, = H, — In(p) est donc bornée puisqu'elle est a valeurs dans [0, 1],
et elle est décroissante comme il apparai en exploitant 1'inégalité (a) précédente :

Vps1 = Vp = (Hpe1 — In(p + 1)) = (H, — In(p))
p+1dt
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La suite p — v, = H, — In(p) converge puisqu'elle est décroissante minorée, et si y est

<

sa limite, on a donc lim(#, — In(p) - )/) =0, soit H,, = In(p) + 7y + o(1).

2°) Etude de la série de Riemann pour x > 1
1

a) La fonction t — =

étant décroissante sur [n, n + 1], on a I'encadrement proposé.
b) Par sommation, on en déduit pour tout entier p > 1 et tout réel x > 1 :

pz‘i 1 pz‘ifnﬂdt pdt 1-pl=™* 1
< — = — = <
(n+1)* 1 on * r* x—1

p— 1 x—1

La suite n — 2522 LX est donc croissante et majorée par Ll Elle converge donc et on a :
n X—
+00 1
OSZ—:g(x)—ls .
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Il en résulte que 1 < {(x) < 2 pour x = 2, puisque Ll < 1 pour x = 2.
—




PARTIE 11 : Etude de la fonction F

3°) Convergence de la série définissant F

a) Pour x > —1, tous les termes = — ln(l + 1) sont bien définis, car 1 + £ >1-1 >0,
n n n n

Et la série Z(f - ln(l + 1)) converge simplement sur / =] — 1, +oo[ car c'est une série a
n n

termes positifs (d'aprés la concavité du logarithme) tels que :
2

x X x
u,(x) = — —ln(l + —) ~ —,

b) On remarque que u, est décroissante sur ]-1, 0] et croissante sur [0, +oo[ car :

un’(x)=§(f-1n(1+f)):l_ 1 __ =

n n n n+x n(n+x).

c¢) Le terme général u,, décroit jusqu'a son minimum 0 en x = 0, puis croit ensuite, d'ou :

a2

-si—1<a=<0,sup,_ g lus(X)| = sup,_..o un(x) = uy(a) ~ 3
n

On en déduit la convergence normale de la série sur [a, 0] si—1 <a < 0.
. »2
-sib =0, supy_.op Uun(X)] = Supy_,.p Un(x) = u, (D) ~ o2
n

On en déduit la convergence normale de la série sur [0, b].
Et la série converge donc normalement sur tout segment [a, b] ou —1 <a <0 < b.

d) Le terme général de la série de fonctions étudiée est continu sur / =] — 1, +ool.

Et la série de fonctions converge normalement, donc uniformément sur tout [a, b] C 1.

On en déduit que la somme de la série est continue sur tout segment [a, b] C I, et comme
pour tout réel x, > —1, il existe a, b avec —1 <a <0 < b tels que a < xy < b, on en tire
que la somme de la série est continue en tout x, € /, et donc sur /.

4°) Equation fonctionnelle vérifiée par F
a) Considérons pour tout entier p > 1 et tout réel x > —1 I'expression suivante :
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n=1 n=1
Ce qui donne, compte tenu de ln(%) = In(a) — In(b) et en faisant un changement d'indices :
p+l P
H, - Zln(x+n)+21n(x+n) =In(x+ 1) + H, — In(x + p + 1).
n=2 n=1

b) En faisant apparaitre H, — In(p) qui tend vers 7y, on obtient donc :

Zp:(x+1 —ln(l + x;l; 1))—21]1(% —ln(l + %)):ln(x+ 1)+Hp—ln(p)—ln($).

n
n=1 n=

Lorsque p tend vers +oo, et compte tenu de la question préliminaire, il vient pour x > —1 :
Fx+1D)—-Fx) =In(x+1)+vy.




¢) Ecrivons la relation sous la forme F(x) = —In(1 + x) =y + F(x + 1).

Comme F' est continue en 0, on observe que F(x + 1) tend vers F(0) = 0 si x tend vers -1,
donc F(x) tend vers +oo si x tend vers -1, et plus précisément F(x) = —In(1 + x) —y + o(1).
Il en résulte que F(x) ~ —In(1 + x) quand x tend vers -1.

d) Grace a cette relation fonctionnelle, on obtient également les relations suivantes :
VkeN, Flk+1)-F(k)=In(1+k)+vy
Par sommation pour 0 <k <m — 1, on en déduit que : Y meN, F(m) =In(m!)+my.

5°) Convergence de la série-dérivée de F
a) La série-dérivée de F est la série de fonctions Y u,’(x) = Z(l - L) = Z X

n n+x n(n+x) ’
X X

n(n+x) n_z ’

Elle converge simplement sur / car pour tout réel xe/, on a terme général

d'une série convergente a termes de signe constant.

b) Pour étudier sa convergence normale sur les segments inclus dans /, notons que :

d ( X ) 1

dx \n(n+x))  (n+x)?
On en déduit donc que le terme général croit en s'annulant en x = 0, d'ou :
X |al la|

nn+a)  p2°

-si—-l<a<0,sup,_ . pr

On en déduit la convergence normale de la série sur [a, 0].
X b - b
n(n+x) n(n+b) n2 )
On en déduit la convergence normale de la série sur [0, b].

On en tire comme plus haut la convergence normale sur tout [a, b]ou —1 <a <0 < b.

-sib =0, supy_,.-;

¢) On observe que :

- le terme général de la série de fonctions définissant F est de classe C' sur /.

- la série de fonctions définissant F converge simplement sur /.

- la série-dérivée converge normalement, donc uniformément sur tout segment [a, b] C 1.
On en déduit que la somme F de la série de fonctions est de classe C! sur 7, et que :

+00 1 1 +00 X
Vxel, F'(x)= - = = -
ren *) Z(n n+x) Zn(n+x)

n=1 n=1

d) On observe que F’(0) = 0, et en exploitant la suite des sommes partielles de F”'(1) :

] P 1 ] Pl 1
F'(1)= lim ——— = lim (—— ): 1
p—+oo nn+1) p-o+too n n+l
n=1 n=1

6°) Etude de F au voisinage de +co
a) Comme la série est a termes positifs, sa somme est supérieure a son premier terme.
On a donc F(x) = x — In(1 + x), ce qui implique lim,, F' = +oo.



b) Calculons l'intégrale proposée, qui converge car la fonction intégrée est continue sur /,
positive et équivalente en too at — x / £

+oo  xdt +oo( ] 1 Y R
f :f (———)dt:[ln(—)] = In(1 + x).
1 tt+x) Ji \t o t+x r+x/0

c) Par décroissance de la fonction intégrée, on a pour tout réel x > 0 et tout entier n = 1 :

X fn+1 xdt X
< < .
m+1)(n+1+x) n  Ht+Xx) n(n + x)
Par sommation pour n = 1, on en déduit que :

X +oo xdt
F'(x) - sf < F'(x).
x+1 1 tHt+x)

Compte tenu du calcul précédent de I'intégrale, on en déduit I'encadrement suivant :

X
In(l+x) < F'(x) <In(l +x)+ )
x+1

I1 en résulte que F’(x) ~ In(1 + x) ~ In(x) au voisinage de +oo.

d) Par intégration sur [0, x] avec x = 0, on a compte tenu de F(0) =0 :
X

X P t
fln(l +1)dt = F(x) sf In(1 +¢)de+ —dt.
0 0

o t+1
Des intégrations classiques donnent :

fxln(l+t)dt:(x+1)ln(x+l)—x ;
0

En reportant, on a donc :

x+DInx+1)—x <= F(x) < xIn(x+1).
Les deux extrémités sont clairement équivalentes a x In(x) lorsque x tend vers +oo, d'ou
I'équivalent F(x) ~ x In(x) lorsque x tend vers +co.
Notons qu'on pourrait directement aussi exploiter le théoréme d'intégration des équiva-
lents pour les fonctions continues positives dont I'intégrale en +oco diverge.

X
——dt=x-In(x+1).
0o t+1

7°) La fonction F est de classe C* sur |
a) On sait déja que F est de classe C! sur [-1, +oo[ avec :

+0o0

Vxel, Fi=)

n=1

* On peut lui appliquer le théoreme de dérivation des séries de fonctions car :
X _estClsur7=]-1, +ool.

n(n+x)'

le terme général x —
n(n+x)

la série 3,79 ﬁ converge simplement sur / =] — 1, +ool.

la série-dérivée 7% 5 converge normalement, donc uniformément sur tout segment
7 (n+x)

. 1 1 1
a,blcl=]-1, +oo[ puisquonasup, ___, —— = ~ =
[ ] ] [ P q pa_x_b (n+x)2 (n+a)2 n2
Ainsi, F” est de classe C! et donc F de classe C2 sur [ =] — 1, +oo[ eton a :
+o0o
1

wa,ﬂmzz

n=1

(n+x)2.



« Supposons alors, pour un entier k > 2, que F soit de classe C* sur / avec :

+00

Vxel, FO@ =D k-1

n=1

En réappliquant de méme le théoréme de dérivation des séries de fonctions, on montre que

(n +x)k.

F® est de classe C! sur 7 et que sa dérivée est donnée par sa série-dérivée, soit :

+00
Vxel, F¥ D) =1 k! .
= (n+x)k+l

Ceci justifie que F est de classe C**! sur / et achéve donc le raisonnement par récurrence.

b) Ce qui précede montre que F est de classe C*® sur /, et qu'on a F(0) = F’(0) = 0, puis :

+00
Vxel, FOO) =D (-1 1o (= DF (k= 1) Z(k).

n=1 nk

c) Compte tenu des résultats obtenus, on constate que :

* F(x) décroit de +oo a 0 quand x croit de -1 a 0, avec F(x) ~ —In(1 + x) en -1.

* F(x) croit de 0 a +oo quand x croit de 0 & +oo, avec F(x) ~ x In(x) en +co.

* F est convexe car F” est positive.

Tout ceci explique le tracé de la courbe représentative de F figurant ci-dessous.

6

8°) Convergence de la série de Taylor de F
a) D'apres ce qui précede, la série de Taylor de la fonction F est la série entiere suivante :

+oo (k) +00 1}k F +0  1V\k
ZFk!(O) xk:Z[( kl) an—k)xk=z( kl) (k) X~

k=2 k=2 n=1 k=2




D'apres la question préliminaire, on sait que : V k£ = 2, 1 < {(k) < 2.

_1k
Il en résulte qu'on a pour k& = 2 et x réel : i Ix|* < ‘% (k) x"‘ < % |x|¥.

- Si |x| < 1, la série lelk converge et comme % Ix|¥ < 2 |x|¥, la série Z% x| converge.

1k

Donc Z,ng % (k) x* est absolument convergente pour |x| <l etona R > 1.

|x|k _ ek ln(lxl)
=

Le rayon de convergence de la série de Taylor de F est donc égal a 1.

tend vers +tooetona R < 1.

_1k
- Si |x| > 1, on voit que %{(k)xk‘ >

b) Par intégration du développement en série enti¢re # =20 (= Dfx¥ (R=1),0na:
X

S D! S
In(1 +x) = Z xk, donc : x—In(l +x) = Z X~
k=1 k k=2 k

¢) Pour |x| < 1, on a donc sous réserve de justifier la permutation des symboles ), :

i(f - ln(l " i)) _ i[*ﬁ (—kl)" (;_C)k] _ *ﬁ[*ﬁ (—l:)" (%)k] _ i (—:k ot

n=1 ! = k=2 k=2 \n=1 k=2
D'apres le théoréme de Fubini, cette permutation est justifiée pour |x| < 1 caron a:
too 1|x|k pul
-VYn=2,3"% —|=| ={(k)=— converge.
=1k ln k

k k
- la série 3/ {(k) % converge puisqu'on a 0 < (k) % <2 |xFet Z Ix[¥ converge.

Ainsi donc, la série de Taylor de F converge et a pour somme F sur | — 1, 1[.




