E.P.I.T.A.

Epreuve de mathématiques (3 h)

L'objet de ce probleme est d'obtenir quelques résultats a propos de 1'équation fonctionnelle :

VxeR, f(x)=f(gx).

La fonction g, qui est continue de R dans R, est ici donnée et on cherche I'ensemble &(g)
des fonctions f'continues de R dans R vérifiant la relation précédente.

Dans la partie I, on traite le cas ou g(x) = g, ,(x) = ax + b avec a, b réels. Dans la partie II,
on démontre, sous certaines hypothéses, que &(g) peut se réduire aux fonctions constantes.
Enfin, dans la partie III, on traite les cas ou g(x) = x° et ou g(x) = ¢".

m Partie I : Les fonctions continues vérifiant f(x) = f(ax + b)

Pour tout couple (a, b) de R? distinct de (1, 0), on pose ici : ¥ x€R, Zap(X) =ax+b.

On se propose alors de déterminer 1'ensemble 8(ga,b) des fonctions continues de R dans R
vérifiant la relation ¥V x e R, f(x) = f(ga,b(x)), cestadire YV xeR, f(x) = f(ax+b).

1°) Etude du cas particulier |a| = 1

a) On suppose que a = 1 et b # 0.

- A quelle condition sur le réel w les fonctions ¢ : x — cos(w x) et s : x — sin(w x)
appartiennent-elles a I'ensemble S(glab)?

- Quelles sont les fonctions appartenant a I'ensemble S(gl’b)?

b) On suppose que a = —1.

- Préciser quelles sont les fonctions appartenant a I'ensemble 8(g_1,0) ?

- Etablir I'équivalence des deux relations suivantes pour f continue de R dans R :

(1) VxeR, f(0)=f-x+b) ; (@) VxeR,f(§+x):f(§—x).

- En déduire les fonctions appartenant a I'ensemble S(g_l’b).

2°) Etude du cas la| < 1
On considere ici la suite de premier terme x, = x, ou x est un réel quelconque donné, et
définie ensuite par la relation de récurrence x,,,; = a x,, + b ou le réel a vérifie |a| < 1.
a) Montrer que si la suite (x,) converge vers un nombre réel L, alorsona L =b/(1 — a).
b) Pour tout entier naturel n, exprimer x,,,; — L en fonction de x, — L, puis en déduire :
- l'expression de x, en fonction de a”, x et L.
- la convergence et la limite de la suite (x;).
c) Vérifier, si f appartient a S(ga,b), qu'on a f(x,,1) = f(x,) pour tout n eN.
En déduire, si feS(gayb) avec la| < 1,quona:VxeR, f(x)=f().

d) En déduire les fonctions appartenant a 1'ensemble S(ga,b) lorsque |a| < 1.



3°) Etude du cas |a| > 1
a) Etablir (si a # 0) I'équivalence des deux relations suivantes pour f continue de R dans R :

(1) VxeR, f0) = flax+b) ; (2) VxeR, f(x):f(f—é).

a a
b) En déduire les fonctions appartenant a I'ensemble S(ga,b) lorsque |a| > 1.

B Partie II : Deux cas ou les solutions de f(x) = f(g(x)) sont constantes
4°) Etude des points fixes de la fonction g lorsque |g'| < K < 1

On suppose ici que la fonction g est de classe C' de R dans R et vérifie I'hypothése (H) :
il existe un nombre réel positif K < 1 tel que : ¥V xeR, |g’(x)| < K.
a) Etablir, a l'aide de I'inégalité des accroissements finis, qu'on a pour tout réel x :
g0)—Klx| = g(x) = g(0) + K |x].
b) En déduire les limites de la fonction x — g(x) — x quand x tend vers +oo et vers -co.
c) Etudier enfin le sens de variation de la fonction x — g(x) — x et en déduire qu'il existe
un unique point fixe de g, c'est a dire un unique nombre réel L tel que g(L) = L.

5°) Etude de l'ensemble E(g) lorsque |g'| < K < 1
On garde les hypotheses et les notations de la question précédente (on a donc g(L) = L), et
on considere la suite de premier terme x, = x, ou x € R, et définie ensuite par x,,,; = g(x,).
a) Montrer, pour tout entier naturel n, l'inégalité |x,,, — L| < K |x,, — L|.

En déduire que la suite (x,) converge vers L.
b) Etablir, si f appartient a E(g), qu'on a f(x,,,1) = f(x,) pour tout n eN.

En déduire, si f €&E(g), quona:VxeR, f(x)= f(L).
c¢) En déduire les fonctions appartenant a I'ensemble E(g).

6°) Recherche de fonctions vérifiant l'hypothése (H)

Pour obtenir des fonctions g de classe C! qui vérifient I'nypothése (), on recherche ici
les fonctions g:R — R de classe C' dont la dérivée g’ est la restriction & I'ensemble R
d'une fonction S développable en série entiere sur C (de rayon de convergence R = +o0),
avec S(z) = ;ﬁ% a, 2" pour z € C, et bornée sur C parunréel K < 1 (VY zeC, |S(2)| < K).

a) Pour tout entier naturel n et tout nombre réel positif 7, montrer la convergence normale
de la série de fonctions suivante lorsque sa variable réelle ¢ décrit le segment [0, 27] :

+o00
S(r eit) emint =N gk kmit

b) Pour tout couple (k, n) € N2, calculer f02 Telk=mit 4t en distinguant le cas ou k = n.

¢) Montrer alors, en citant précisément le théoréme utilis¢ et en vérifiant ses hypothéses,
qu'on a pour tout entier naturel z et tout nombre réel positif 7 :

2r . .

f e_””S(re”) dt=2ma,r".

0

d) En déduire, si |S| est bornée par K < 1, qu'on a |a,| < % pour tout 7 €N et tout 7 > 0,
puis en faisant tendre 7 vers +oo, montrer que S est constante, égale a a, avec |ag| < 1.

Montrer qu'on retrouve ainsi les fonctions g, , avec |a| < 1 étudiées a la question 1.2°.
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7°) Etude de l'ensemble &E(g) lorsque |g'| = K > 1
On suppose ici que la fonction g est de classe C' de R dans R et vérifie I'hypothése (H”) :
il existe un nombre réel K > 1 tel que : V xeR, |g’(x)| = K.
a) Montrer que g’ ne change pas de signe sur R, et qu'on a nécessairement :
*soit V x€R, g’(x) = +K, et g est alors strictement croissante sur R de -co a +oo.
*soit Y xeR, g’(x) = —K, et g est alors strictement décroissante sur R de +oo a -co.
b) Montrer que g admet une fonction réciproque g~!, définie et continue de R dans R.

Exprimer (g7!)’ (x), et montrer que |(g™") (x)| < % pour x€R.

¢) Montrer que f € &E(g) si et seulement si f € S(g‘l), et en déduire &(g) a 1'aide de 5°.

m Partie III : Les fonctions continues vérifiant f(x) = f (xz) et f(x) = f(e¥)

8°) Recherche des fonctions continues telles que f(x) = f (xz)

On suppose dans cette question que g(x) = x2, de sorte que E(g) désigne donc I'ensemble
des fonctions continues de R dans R telles que : V xeR, f(x) = f (xz).
On considere la suite de premier terme x; = x, ou x est un réel strictement positif donné, et

définie ensuite par la relation de récurrence x,,,; = v x,, .
P i 1 n, vérifi = x!/2"

a) Pour tout entier naturel n, vérifier que x,, = x'/= .

En déduire la convergence de la suite (x,), et préciser alors sa limite.

b) Etablir, si f appartient a &(g), qu'on a f(x,,;) = f(x,) pour tout n eN.

¢) En déduire les fonctions appartenant & I'ensemble E(g) lorsque g(x) = x2.

Montrer qu'on a ainsi le méme résultat qu'aux questions 5 et 7 sans que les hypothéses
(H) ou (H’) ne soient vérifiées : celles-ci sont donc suffisantes, mais pas nécessaires.

9°) Recherche des fonctions continues telles que f(x) = f(e*)

Dans cette dernicre partie, on cherche des fonctions non constantes f appartenant a E(exp),

qui est I'ensemble des fonctions continues f : R — R vérifiant : ¥V xeR, f(x) = f(eY).

a) Si f e &(exp), vérifier que f(0) = f(1).

b) Si f e E(exp) et si x < 0, vérifier que f(x) = f(e*) ouere[0, 1].

¢) On considere la suite (x,), .y définie par xy = 0, puis x,,. | = € pour tout n €N.

+ Etablir que x,,, = x,, + 1, puis montrer que (x,) croit strictement vers +oo.

 Etablir que la fonction logarithme induit une bijection de | x,,, 1, x,2] sur ]x,, x,,1].

* Si fe&(exp), en déduire que : V x€]x,. 1, X,42], f(x) = f(In(x)) ou In(x) €] xp,, x,,41]-

d) Etant donnée une fonction continue ¢ : [0, 1] — R vérifiant la condition ¢(0) = ¢(1),
montrer qu'il existe une et une seule fonction f e E(exp) qui coincide avec ¢ sur [0, 1].
En déduire I'ensemble &E(exp).




