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Corrigé de 1'épreuve 1

L'interpolation de Lagrange

B Partie I : Algorithme de calcul des polynomes d'interpolation de f

1°)a) L'application ¢, est clairement linéaire de R,[X] dans R"*!, et elle est injective car si
P eR,[X] appartient a Ker(¢,), alors P admet les n + 1 racines x;, xy, ..., X, et est nul.

b) Comme de plus dim(R,[X]) = dim([R””), l'application lin€aire injective ¢, réalise donc

un isomorphisme de R, [ X] dans R"*!.

¢) En particulier, le (n+1)-uplet (f(xo), f(x1), ..., f(x,)) de R"*! admet un et un seul anté-
cédent P, eR,[X] tel que ¢,,(P,) = (f(xg), f(x1), ..., f(xp)), c'est & dire tel que :

Pn(XO) = f(xO)a Pn(xl) = f(xl)> w5 Pp(xy) = f(xn)

2°) Construction des polynomes P, Py, P,
a) Il est clair que le polynome de degré 0 vérifiant Py(xq) = f(xg) est Po(X) = f(xq).
Soit encore Py(X) = Ay(xg) ou I'on a posé Ay(x) = f(x) pour tout x € /.

b) Le polyndme P (X) — Py(X) s'annule en x,, puisqu'on a P;(xy) = Py(xg) = f(xg).
I1 est donc divisible par X — x;, et il existe A; €R tel que P;(X) — Py(X) = A, (X — Xxg).
En faisant alors x = x; et en tenant compte de P;(x;) = f(x;), on obtient :
S (x1) = f (%) Ag(x1) = Ag(xp)
M= ou Ay x) = ————
X1 = %0 X1 = %0
On en déduit que P] (X) = A] (Xo, X]) (X - X()) + A()(XO).
Puis en échangeant x;, et x; et en remarquant que A;(x;, x¢) = Aq(xg, x7), il vient :
P1(X) = Ay (xg, x1) (X = x0) + Ag(xg) = Aq(xg, x1) (X — x1) + Ag(xp).

c¢) Le polynéme P,(X) — P(X) s'annule en x, et x; par définition de P, et P,.
I1 est donc divisible par (X — x;) (X — x;) et il existe A, €R tel que :
Py(X) = P1(X) = (X — xp) (X —x1).
En faisant alors x = x, et en tenant compte de P,(x,) = f(x,) = Ay(x,), on obtient :
_ Pi(x) = Pi(xy)  Ag(xp) = Aglxy) = Ay(xg, xp) (0 — xp)
(X3 —xp) (X3 —x1) (X2 — xp) (xp — x1) '
Soit en simplifiant et en tenant compte des expressions de A;(xy, x,) et A;(xg, x1) :

2

Ay (x1, x3) — Ay (X9, X1)

Ay = Ny(xp, X1, Xp) =
Xy — Xo

On en déduit finalement :
Pz(X) = Az(XO, X1, Xz) (X - xo) (X - X]) + A](XO, xl) (X - X()) + A()(XO).



d) Comme xy = —1,0na Py(—=1) = Ag(~=1) = f(-1) = %
Ensuite, comme x; = 1,ona Pi(X) =A(=1, ) (X + 1) + Ag(=1) = %

2
Enfin, comme x, = 0,0ona Pr(X) =A(-1, 1,00 (X + ) (X - 1)+ Py(X)=1- XT

3°) Expression du polynome d'interpolation P, dans une base de R, [ X]
a) Comme Py, Py, ..., P, sont respectivement de degrés 0, 1, ..., n, ils constituent donc

une famille libre de n + 1 polynomes de R, [.X], donc une base de R, [X].

b) D'apres leur définition, les polynomes d'interpolation P, et P,_; prennent les mémes

valeurs en x, ..., x,_;, leur différence P, — P,_; s'annule en x, ..., x,_;, et est multiple

de N,(X) = (X —xg) ... (X —x,_1), et pour des raisons de degr¢, il existe A, €R tel que :
Py(X) = P, (X) = A, Ny(X).

c¢) Raisonnons par récurrence sur 7.
D'apres la question 2°, il existe des fonctions A, Ay, A, dépendant respectivement de x,
de xy, x1, de x, x1, X, telles qu'on ait la formule voulue pour Py, Py, P,.
D'apres 1'hypothése de récurrence, on obtient en faisant pourk =n—1:

P,_1(X) = Ag(xg) Ng (X) + Ar(xg, X)) Ni(X) + ... +A,_1(x0, X1 wvs Xp—1) N (X).
Comme P,(X)— P,_1(X) =24, Ny(X), on en déduit qu'on a P,(X) = P,_;(X) + A, N,(X),
et compte tenu de I'égalité P,(x,) = f(x,), on observe que A, est fonction de xg, xy, ..., X, :

f(x0) = Py (x) S ) — ZZ;l Ar(Xgs s X)) (5 = X0) e (X5 — Xp—1)

" (xp —x0) oo (X —X,_1) B (Xp —x0) .. (X —X,_1)

On pose donc A, = A,(xg, X1, ..., X;) ou A, est une fonction de x,, x;, ..., X, et on a alors
la relation P,(X) = P,_1(X) + A, (xg, X1, ..., X5) Ny(X), qui conduit a :

Py(X) = Ag(xg) No (X) + A1 (xg, x1) Ni(X) + ... +Au(xg, X1, ooy Xn) Np(X).
Ainsi, I'hypothese de récurrence faite au rang n — 1 est vérifiée au rang n.
On a ainsi établi I'existence d'une suite de fonctions (A,), .. qui ne dépendent donc que de
la fonction f; et telle qu'on ait pour tout neN :

Py(X) = Ag(xg) No (X) + Ay (xg, x1) Ni(X) + ... +Au(xg, X1, vy X)) Np(X).

4°) Relations de récurrence entre les coefficients Ay(xg, X1, ..., X})
a) On a établi a la question précédente que :

n—1
Pu(X) = Ag(xg) + Ay (g, X1) (X =X0) + e + Ay, X1, ooy Xmp, ) | (X = 0.
i=0
En changeant x,, x;, ..., X,_1, X, €N X{, X5, ..., X, X, on obtient donc :
n
Pa(X) = Agrp) + Ay(xy, x2) (X = X))+ oo+ Ay(xp, X, oo X o) | [ (X = 0.

i=1
On dispose ainsi de deux expressions du polynome d'interpolation P, dans deux bases.
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b) L'égalité des coefficients de X" dans ces deux expressions donne :
Ap(Xgs X175 wees X015 Xn) = Ap(X1, X2y weey Xppy X0)-

Les coefficients de X! dans ces deux expressions sont

n—1
O AN, (xg, X1y ey Xp1) — An(Xg, X1 ey X1 Xp) in.
i=0

n
O A1 (X, Xoy ey Xp) = Ap(Xy, X9, ey Xn, xO)Zx,-.
i=1

L'égalité des coefficients de X"~ ! dans ces deux expressions donne donc :
A1 (s Xoy ey Xp) — Ay (X0s X1y ey X—1)

An(an X1s eees Xy 1 xn) =

5°) Algorithme de calcul des coefficients Ay (xy, X1, ..., X;) et de Py(x)
a) On a établi la relation :

Ag(x1) = Ag(xp)
Xl - XO '
Une fois déclaré un tableau 7[i, j] de taille (n + 1, n + 1) dont la colonne 0 contient Ay(x;),

Ay(xgp, x1) =

dans lequel TT[i, j] contiendra pour 1 <i, j <n 1'élément A j(xi_ FR AN xi), on obtient

l'algorithme suivant pour calculer sa colonne 1 :
Pouride 1 an, faire T'[i, 1] =(T[i, 0] - T[i — 1, O])/ (x; — x;_1) ;

b) On a établi plus haut la relation suivante :
A1 (s Xoy ooy Xp) — Ay (X0s X1y ey Xp—1)

An(an X1s eees Xp—1 xn) =

Quitte a modifier les lettres, on en déduit que :
Aj_](xi_j+1, ceey Xl‘) - Aj_](xl'_j, ey x,-_l)

Xi — x,-_j

AJ-(x,-_j, cee s Xi—1s xl-) =

Avec les notations précédentes, on a :
Pourjde 1 a n, faire :
Pour i dej a n, faire T[i, jl1=(T[i, j—11-Tli—-1, j— 11/ (xi = xi-;);

Le calcul de T7i, j] nécessite 2 soustractions et 1 division.
Pour la colonne j, on fait donc 2 (n + 1 — j) soustractions et n + 1 — j divisions.

Compte tenu de la formule suivante :
n

1 nn+1)
(l’l +1-7)) = i = i
241D = 2= =
J:l l=1
on fait donc n(n + 1) soustractions et n(n + 1)/2 divisions pour obtenir le tableau.
Soit un nombre d'opérations équivalent a 3 n? / 2.

c¢) Compte tenu de uy(x) = A,(xg, X1, ..., X,) et de la relation :

Vkell, nl, wup(x) =242, 400, X15 woy Xpop) + (X = Xp_p) g1 (%),



on vérifie par récurrence sur k < n que :
Up(xX) = Ay (X0, X15 s X)) + (6 = X0 p) D1 (Xos oo s Xpgey1) + -
v =X ) (=X pg1) - (X = X0) Ap(X0s X715 oo s Xpp)-
On en déduit que u,(x) = P,(x).
Lorsque le tableau dressé a la question précédente est calculg, il suffit donc d'effectuer
3 n opérations pour obtenir P,(x) a 1'aide de la suite précédente.

B Partie Il : Etude de I'erreur d'interpolation

6°) Une majoration de l'erreur d'interpolation | f(x) — P,_;(x)|
a) Le réel K, assurant I'égalité ¢, (x) = 0 est défini par :

S ) =P,y (%)
TTiy (= xp)

On a donc ¢,(x) =0 et comme on a P,_;(x;) = f(x;) pour 0 <k<n—1,0nagx;)=0

x:

Ainsi donc, ¢, s'annule n + 1 fois au moins dans l'intervalle I = [a, b].

Ces n+ 1 points déterminent » segments sur lesquels on applique le théoréme de Rolle
puisque ¢y, qui est de classe C*, en vérifie bien les hypotheses.

Ainsi, la dérivée ¢, s'annule au moins » fois dans l'intervalle I = [a, b].

b) Raisonnons alors par récurrence et supposons que (pgck) '

annule au moins 7z + 1 — & fois.
Ces n + 1 — k points déterminent n — k segments sur lesquels on peut appliquer le théoréme
de Rolle, ce qui assure que la dérivée cp(k”) s'annule au moins n — k fois dans I = [a, b].

En particulier, go(”) s'annule au moins une fois dans /, ce qui garantit I'existence d'un ¢, €/

tel que go(”)(cx) =

c¢) D'apres la forme de ¢, et compte tenu de dg(P,_;) <n—1,ona:
Viel, P =" -K.n!
L'égalité t,o(”)(cx) = 0 équivaut donc a K, = f(cy) / n! et on a ainsi établi, pour tout x € /,
l'existence d'un ¢, € tel que :
(n) (

DT l_[ (x = xp).

(La formule a été établie pour x # x;, mais elle est ev1dente six=x;avecl <k=n-1).

S&x) =P,y (x) =

Il en résulte qu'on a pour tout xe I = [a, b] :

M, n—1
@ =Pa@l = = | [ b=l
n.: k=0

7°) Une propriété des polynomes unitaires de degré n sur [—1, 1]
a) Il est clair que cos(1 6) = cos(6), cos(2 6) =2 cos(0) — 1.
Ainsi, on a cos(6) = T (cos(d)) ou T1(X) = X et cos(2 ) = T»(cos(A)) ou Tr(X) =2 X% -1.
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On suppose, pour tout entier k < n, qu'il existe un polynome 7}, tel que cos(k 0) = Tj(cos(6)).

La formule de trigonométrie cos((n + 1) 6) + cos((n — 1) 8) = 2 cos(6) cos(n 8) donne alors :
cos((n+1)6) =2 cos() T,(cos(@)) — T,,_1(cos(H)).

On en déduit que cos((n+1)0) = T, (cos(@) ou T, (X)) =2 X T,,(X) — T,,_1(X).

Comme Ty(X) =X et T,(X)=2X%>—-1,onadonc T5(X)=4X> -3 X.

b) Les expressions de 77, T, et la relation 7, (X)) =2 X T,,(X) — T,,_;(X) démontrent par

récurrence immédiate que 7}, est de degré n et de coefficient dominant 2!
Les racines de 7, appartenant a [—1, 1] peuvent bien s'écrire sous la forme x = cos(f), avec
0 <0 < m,etl'égalité T,,(x) = T,(cos(f)) = 0 équivaut a cos(n 0) = 0, autrement dit a :

n  kn
0=0,=—+— avec O<k=n-1.
2n n
On en déduit que 7}, a les n racines distinctes suivantes dans [—1, 1] :

QRk+Dnr

n
Comme T}, est de degré n, on a donc toutes ses racines et il se factorise ainsi :

n-l 2k+1
Th(X) =2""! H(X - cos(g)).
%0 2n

r, = cos(6;) = cos( ) avec O<k=n-1.

¢) Comme T;,(cos(f) = cos(n ), il est clair que max {|7,,(x)| /-1 =x =<1} =1.

Et comme #,(X) = 2!~ T},(X), on en déduit que max {|£,(x)| /-1 < x < 1} = 217",

Par ailleurs, 1'égalité |¢,(x)| = 21-n équivaut a |7,,(x)| = 1, ou encore en posant x = cos(f),
a|T,(cos())| = |cos(n@)| =1, cestadirea:

kn
x=a;,=cos|l—| avec O<k=<n.
n

d) Si le polyndome unitaire P vérifie max {|P(x)|/—-1 =x <1} < 2= on obtient facilement,
en tenant compte de la relation ¢,(cos(d)) = 21" cos(n 6) :

- ty(ag) — P(ag) = 217" cos(0) — P(ay) = +2'™" — P(ay) > 0.

- ty(a;) = P(ay) = 27" cos(n) — P(a;) = —2'"" — P(a;) < 0.

- ty(ay) — P(ay) = 217" cos(2 ) — P(a,) = +2'7" = P(a,) > 0.

- ty(a,_y) — P(a,_y) = (=1)""1217" — P(a,_,) est du signe de (—1)""!.
- ty(an) — P(ay) = (=1)" 217" — P(a,) est du signe de (—1)".

Ainsi, la fonction polynomiale, donc continue, #, s'annule entre q, et a;, entre a; et ay, ...,
entre a,_; et a,, c'est a dire au moins # fois.

Or comme ¢, et P sont unitaires de degré n, leur différence est de degré au plus n — 1.
Et ce polynome ayant au moins # racines, ce devrait étre le polyndme nul, ce qui n'est pas
puisque P # t,,. Cette contradiction montre qu'un polyndme unitaire de degré n vérifie :

Vn=1, max{|Px)|/-1<x=<1}=2!"




10

8°) Un choix optimal des points d'interpolation pour P,_,

a) L'application s — azb +5 bTa est clairement bijective de [—1, 1] sur [a, b].

Il en résulte que lorsque s décrit [—1, 1], alors x = % +5 222 décrit [a, b], d'ou :

a+b b a
P( +s )/—ISSsl}.
2

2
b) Comme P est unitaire de degré n, le coefficient dominant de P(azib + X b?a) est (bz;a)n

max {|P(x)|/a = x < b} = max{

et (bL)” P( “;“b + X bza) étant unitaire, le résultat de la question 7° donne :
—a

(bfa)np(x) /asxsb} > l-n,

L'égalité demandée en résulte, et c'est une égalité si (bL)” P(% + X bz;a) = t,(X).
—da

max {

c) Comme ]—[Z;(l) (x — x;) est unitaire de degré n, I'inégalité précédente montre aussitdt que :

max{ﬁ |x—xk|/asxsb} > (b;a)nzl'”.
k=0

d) D'aprés 7.b), la factorisation du polyndme unitaire ¢, est la suivante :

n—1 o) 1
N

k=0
a+b b—a ( 2k+1

En supposant x;, = -+ cos

> )pourOsksn—l,onadonc:

n

b—a

n-l n-l a+b 2k+1
n (X —xp) = 1_[ (X - - cos( ﬂ))
=0 =0 2 2 2n

)"”1(2)( (a +b) (2k+1 )) (b—a)" (2X—a—b)
—CoSs |l = t, .
2n 2 b—-a

k=0

Soit encore :

n—1
[ -x0= (
k=0

On a donc dans ce cas :

max{ﬁ |x—xk|/asxsb} = (b;a)n2l_”.
k=0

Et la majoration obtenue au 6° conduit a la majoration suivante, qui est alors optimale :

2M, (b—a
max {|f(x) — P,_1(x)| fa<sx<b} < ' ( )
n! 4




