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Corrigé de I'épreuve optionnelle de mathématiques (2h)

1°) Une propriété de la fonction de Mdobius

a) Par définition de u, onadonc: u(1) =1, u2) = -1, u3) = -1, u4) =0, u5) = -1, w6) =1,
u(7) =—1, u®) =0, u9) =0, u(10) = 1 et il en résulte que :

={l}etXgep, ud) = p) =1,

{1, 2} etZdeD pd) = u(1) + u2) =0,

{1, 3} et Xy ep, u(d) = p(1) + u3) = 0,

{1, 2, 4} et Dyep, p(d) = p(1) + u(2) + p(4) =
{1, 5} et 2y eps u(d) = pu(1) + pu(5) =
{1,
{1,
{1,
{1,

1,2,3, 6} et 2yep, i(d) = pu(1) + p(2) + p(3) + u(6) =

T} et Xy ep, ud) = u(l) + u(7) =

2,4, 8} et Yyepg u(d) = p(1) + p(2) + pu(4) + p(8) =
1,3, 9} et Xgepy u(d) = p(1) + p(3) + p(9) =

g @10 ={1,2,5, 10} et 2y e, #(d) = p(1) + u(2) + pu(5) + u(10) =

On peut donc conjecturer que la somme 3, 5, (d) vaut 1 pour n = 1, puis 0 pour n = 2.
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b)Sin = pql pqq, ses diviseurs sont les entiers d = psl1 pqq oul=<s;<ry, ..,0=<s, <1y
Sil'un des entiers sy, ..., s, est supérieur ou €gal a 2, on sait que u(d) =
Les diviseurs d de l'entier n = p? p;q pour lesquels on a u(d) # 0 sont donc les entiers :

*d=1,ouonau(d)=1.
* d = p;, ou {i} est une partie a 1 élément de [1, g], ot on a u(d) = -

Ilya (? ) entiers d de ce type, correspondant aux parties {i} a un élément de [1, ¢g] avec s; = 1.
e d= Piy Diy» ou {i;, i,} est une partie a 2 ¢éléments de [1, ¢J, ot on a u(d) = 1.
Ilya (Z ) entiers d de ce type, correspondant aux parties {i, i,} a 2 éléments de [1, ¢].

e d= Piy Piy -+ Diy ou {iy, ..., iy} est une partie a k éléments de [1, ¢J, ou on a u(d) = (- DF.

q
Il

*d=p|py..pgoull, ..,q}estl'unique partic a g €léments de [1, gJ, ou on a u(d) = (-1)1.

) entiers d de ce type, correspondant aux parties {i;, ..., iy} a k éléments de [1, ¢].

Ilya (Z) = 1 entier d de ce type, correspondant a la partie {1, ..., g} a g ¢léments de [1, g].

On en déduit immédiatement 1'égalité suivante :

Z,u(d): 1—(?)+(Z)— o (= 1)Q( ) io( )( DF.

deDy



c) A l'aide de la formule du bindme, on voit que cette somme, pour n = 2, est égale a :
q

D u(d):Z(Z)(—l)k - (-1 = 0.

deDy, k=0

2°) La famille sommable (,u(d) / (m2 dz)) pour (m, d) e N* x N*
a) Comme u est a valeurs dans {-1, 0, 1}, on a |u(d)| < 1 pour tout entier d = 1, et donc :
u(d) 1
—| < —.

d? d?
La convergence de la série Z sz implique donc 1'absolue convergence de la série Z

Yd=1,

ud)
a2

b) Justifions la sommabilité de la famille (,u(d) / (m2 dz)) avecm=>=1,d > 1.

Par définition, il s'agit d'étudier la sommabilité de la famille (l,u(d)l / (m2 dz)) oum=1,d=1.
Comme |u(d)| < 1, on remarque que :

u(d) - 1

m2d>l mrd?
Cette dernicre famille est bien sommable d'apres la version positive du théoréeme de Fubini :

Ym,d=1,

- pour tout entier d > 1, la série ), 1 / (m2 dz) converge et sa somme est 71> / 6d>.
- la série ). / 6 d* converge, et sa somme est 7 / 36.
(Ceci en se souvenant que la somme de la série de terme général 1 / n? est égale a / 6).

La sommabilité de la famille proposée en résulte.

c¢) Calculons maintenant la somme de cette famille sommable.
* D'une part, en exploitant le théoréme de Fubini, on a :

3 w1 (d) _ii[iuw}_ﬁ*‘” u(d)
(m,d) eN*x N* m* d? m=1 m? d=1 d? 6 d=1 d?

* D'autre part, en exploitant la partition de N* x N* formée par les parties P,, = {(m, d)/ md = n}
avec n = 1, on a avec le théoréme de sommation par paquets :

,Lt(d) +00 ,Lt(d) +00 1 +00 1
Z 2d2_2 Z 2d2_z_2 Z “(d)_z_zzﬂ(d)_l'
(m.,d) eN*xy* T n=1 (mdyep, M n=1 " \(ma)ep, n=1"" deD,

En effet, étant donné un entier d = 1, il existe un entier m tel que (m, d) € P, si et seulement si
d appartient a D,,, et les sommes Zdez),, u(d) sont nulles, sauf si n = 1, auquel cas elle vaut 1,

ce qui justifie les égalités précédentes.

d) En comparant ces deux calculs de la somme de la famille (u(n) / (m2 nz)), on déduit que :
+o00
ud) 6

2 2"
n=1 d 4




3°) Une formule préliminaire
a) Considérons les deux sommes suivantes :

2 n roor 7, n
d)| — ; 'p?..pd .
D M )Lﬂ| ; D, Hp' P epd) PR
d=1 (ry g rg) €NY Py Py " ... Dq
On sait que tout entier d € [1, n] peut se factoriser a l'aide des nombres premiers py, ps, ..., py

. . 7. 4 \ 4 . r r T
car ce sont les seuls nombres premiers inférieurs ou égaux a n, et s'écrire d = pl1 1)22 pqq.

n
2r1 2r2 qu

Ainsi, tous les termes u(d) L{%Jde la 1" somme s'écrivent ,u(p:1 p? p;q)

R S
et tous les termes de la 1°™ somme figurent donc dans la 2™ somme.

reor 7, \ .
Inversement, les termes ,u( pl1 p22 pqq) P i de la 2°™ somme figurent aussi

2r2 qu
y T

Py L, 2. pg

A r r ¥ . , . , N . .
dans la 1°® somme lorsque d = pll p22 ... pq est inférieur ou égal a n, mais on remarque que si

r v Iy . . : : h
d= pl1 p22 ... pq’ > n, alors a fortiori d* > n, et donc {%J =0, ce qui ajoute donc a la somme
d

n

des termes ,u( pgl pgz p;q) qui sont égaux a 0.

2ry 2r 27
Py 1 Py 2. Pq q
Il en résulte que les deux sommes proposées sont égales :

& n reor 7 n

N 1.7 q
Z u(d) \‘d—2| = Z ,u(pl Py - Pgq ) 2r 21 2rg .
d=1 (rl,rz,...,rq)eNq Py Py Py

b) On sait que u(d) = ,u( pql pgz pgq) = 0 si et seulement si 1'un des entiers 7; est supérieur ou
¢gal a 2. Donc u(d) = ,u(p?l pgz p;q) est non nul si et seulement s'il existe un entier £ dans
[0, g] et une partie {iy, iy, ..., i;} a k éléments de [1, g] tels que d = Piy Piy - Di (notons que
d =1 correspond au cas ou k£ = 0, car un produit de 0 facteur est égal a 1). Ainsi donc, on a :

q

dZ_; u(d) \‘;_zl = Z Z :“(pil e pl-k) ;

2 2 2
k=0\ {iy.ig,mmesi ) pi, Piy - Piy

D'apres la définition de la fonction de Mobius, on a ,u( Piy Piy - p,-k) = (= 1)¥, et par conséquent :

n q
Zu(d)uj| =S e Y !
d=1 k=0

JERNCR
{’1”2’7‘/(} pll plz e plk

4°) Nombre des entiers sans facteur carré appartenant a [1, n]
F & : 1.2 "q >
a) Considérons un entier d = p," p,” ... p4 appartenant a [1, n].
- S'il existe un entier i € [1, ¢] tel que »; = 2, alors pl2 divise d et d a donc un facteur carré.
- Inversement, s'il existe m = 2 tel que m? divise d, considérons un diviseur premier p de m.
Comme m? divise d, p* divise d, de sorte que p est un diviseur premier de d.
Il existe donc i €[ 1, g] tel que p = p; et comme p? = p? divise d, ona r; = 2.



. . y . .. . .
b) Ainsi, un entier d = pql pgz pqq €[1, n] possede un facteur carré si et seulement s'il existe

un entier i€ [1, ¢] tel que 7; = 2, donc si et seulement s'il existe i€[[1, g] tel que p? divise d,
ce qui équivaut a dire d € P;. Il en résulte que C, = Py U P, U ... U Py.

c¢) L'ensemble P; est celui des multiples de p% qui sont inférieurs ou égaux a n, donc l'ensemble
des entiers d s'écrivant d = k p? avec 1 < k p; < n. Ces entiers k sont supérieurs ou égaux a 1 et
vérifient k < n/p?, soit 1] <k < {12| il y en a donc { | d'ou |P;| = {—|

i Pz Pi
L'ensemble P; () P; est celui des multiples de p? et p} qui sont inférieurs ou égaux a n, et c'est
l'ensemble des entiers d € [1, n] dont la factorisation en nombres premiers contient p? et p%

Ceux-ci s'écrivent d = k p? p* ; et ils appartiennent a [1, n] si et seulement si 1 <k p? P P=n,

ouencore |l <k <|—"=|:ilyenadonc , d'ou [P; (P, .
= o SRl P

Le méme raisonnement montre qu'on a |Pl-1 N P MN...N P,-k| = ?
i Piy 7 'k

‘pour1<k<q

d) D'aprés la formule du crible, on a donc :

q
1Cal=D D > P NP, N NP
k=1

{i]sigs o sig}

D'apres la question précédente, on a |Pl-1 N P,-2 N...N P,-k| = # d'ou :
Pi, Piy P
4 n
-1
e e D
k=1 {isig e sip ) LP1y Py = Pl

Le cardinal du complémentaire de C,, dans [1, n] est donc, compte tenu du résultat de 3° :

q
Cil=n=1Cyl=D (1 Zﬂ(d){ |
d=1

k=0 {ifsins o it pll plz p,k
En effet, pour k£ = 0, on a une seule partie a 0 ¢lément, la partie vide, et puisqu'un produit de
z¢ro facteur est conventionnellement égal a 1, on a bien

2 2 2
P,l p,2 plk

‘:LnJ:npourk:O.

5°) Probabilité p, pour qu'un entier de (1, n] soit sans facteur carré
a) Puisque tous les entiers de [ 1, n] sont supposés €équiprobables, on a :

Gl 1Y
pn = PCp) = = —Zu(d){ |




b) Comme LJ%J =0sid>Vn,lasommation peut étre aussi faite pour 1 <d < [\/7 J et:

[V ] (d) ,u(d) 1 [V n 1 [V n n
— - u(d){—| -1 u(d)(— —{—D
d=1 d=1 o d?* o d* Ld?

Sachant que |u(d)| < 1 et 0 < x — [ x] < 1, on en déduit maintenant :

V7| el N IV I
@—pns%Zlmdn(d—z—{d—zDs%le[nJ - —.
d:] d:1

2
=1 4 n .

IA

c) Cette différence tend donc vers 0 et il résulte de la partie I que :

[«/—Ju(d) @ 6

lim p,= lim E — = =
+ +
n—- +oo n— +oo s d s d T




