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Corrigé de 1'épreuve 11

Produits vectoriels et rotations dans I'espace euclidien orienté R3

1°) Matrice de l'endomorphisme f dans la base canonique B
a) On détermine 1'image d'un vecteur v par f:

fW)=wurv=w(pe +qe;+re;)A(xe; +ye, +ze3).
Compte tenude e; Aey =e3, €9 Ae3 = e, e3 Ae] = e, il vient :

fOW)=wurv=w(@gz-ry)ei+wirx—pz)e; +w(py—qx)e;s.

b) On en déduit les images des vecteurs de la base canonique B par f et la matrice de f:
fle)=wune =w(pe;+qe;+rez) rep =w(—qe3+re).
fley)=wuney,=w(pe; +qey, +rez)rney, =w(+pey—rep).
flez)=wuney=wlpe+qey+re3) nez=w(-pey+qe).

La matrice de f dans la base canonique 8 en résulte :

0 —-wr wgq
M= wr 0 -wp|
-wq wp 0

¢) Compte tenu de p? + ¢ + 7% = 1, le polyndme caractéristique de f'est donc :
-X —wr wgq
det(f - X1d)=| wr -X -wpl|l=-X-w?X.
-wqg wp -X

d) L'unique valeur propre réelle est donc 0, et le sous-espace propre associé est l'ensemble
des vecteurs v tels que wu A v =0, ou ve Vect(u) : c'est la droite vectorielle dirigée par u.

2°) Etude de l'endomorphisme f>
a)Si p(v)=v—(u, vyu,ona p o p(v) = p(v) car :
p e pv) = pO) =u, pM)u=(v—u, vyu)—u, v—"_(u, vyu) u = p(v).

En effet, on a par bilinéarité de ( . , . ) et compte tenu de |[u|]> = (u, u) =1 :

(uy, p(v)) =u, v—-<u, viu)u =u, vyu—(u, vy {u, uyu = 0.
On a par ailleurs :
* p(u) =u—u, uyu =u—u =0 puisque u étant unitaire, on a (u, u) = 1.
* p(v) =v—{(u, v) u = vsile vecteur v est supposé orthogonal a u.
Ainsi, p est la projection orthogonale sur le plan orthogonal & u, dont une équation est :

u,vy=px+qy+rz=0.

b) La matrice P de 1'endomorphisme p dans la base canonique B s'obtient en calculant :
ple)=e —(u,epyu=e;—pu=e;—p(pe; +qe;+rez).
pler)=ey—(u,er)u=ey—qu=ey—q(pe; +qey+rez).
ples)=es—(u,esyu=e3—ru=e3—r(pe +qe, +rey).



On en déduit immédiatement que :
1-p* —qp -rp
P=| -pq 1-¢* -rq
—pr —qr 1=

¢) Par ailleurs, un calcul matriciel facile donne :

0 -wr wgq ) -¢* -7 qp rp
M*=| wr 0 -wpl| =d? Pq —r - p? rq
-wq wp 0 pr qr —g? - p?

Compte tenu de p? + ¢* + 7> = 1, on a donc :
-1 qp rp
M? = o? Pq q2—1 rq = —w’ P.
pr gr -1
On a donc aussi f2 = —w? p, de sorte que fz(v) = —w?(v = (u, vy u).

Ainsi, f? est la composée commutative de I'homothétie de rapport —w? et de la projection
orthogonale p sur le plan orthogonal au vecteur w.

3°) Calcul des puissances de l'endomorphisme f
a) Un calcul matriciel simple donne, compte tenu de p? + ¢> + 2 =1 :

-¢*-r*  qp rp 0 -r ¢ 0 -r ¢
M=o pg -P-p? rq ro0 —pl==d’l r 0 —pl|
pr gr  -¢-p*)\74 r 0 ¢ r 0
Il en résulte comme annoncé que M3 = —w? M.

Notons que le théoréme de Cayley-Hamilton, suivant lequel le polynéme caractéristique
d'un endomorphisme annule celui-ci et sa matrice, redonne aussitot ce résultat.
Enfin, en multipliant par M, on obtient alors M* = —w? M?.

b) Comme M3 = —w?* M,onaM> = —w* M3 =w* M, M7 = —w?> M> = - M, etc.
Par récurrence simple, il en résulte qu'on a M2"*! = (—w?)" M pour neN.

On en tire M?"*2 = (_wz)n M? pour n €N, et donc M?" = (—wz)”_l M? pour n e N*,

4°) Calcul de l'exponentielle exp(f) de l'endomorphisme f
a) On reconnait facilement les séries entiéres du sinus et du cosinus dont le rayon est +oo :

‘ +o0 (_l)n x2n+l . +o00 (_l)n x2n
SIH(X) = ; m ) COS(X) = ; (27

b) On obtient pour x # 0 le résultat suivant a l'aide de cette derniére série :
+o ( l)n—l x2 n-2

- (=1)" 27" 1[5 (=1) X327 1 — cos (x)
_— M m m = = - — ——1 = G
Z 2n)! ; 2n)! 2 [Z 2n)! ] 2

n=1 X" \n=0 X
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c) Compte tenu des résultats de la question 3°, il vient alors :

i Ml & (=) W 4y L Sin@)
SZ@en+) A2+ w

foo M2n =™ 1= cos(w

5 S =1 _ @ 2
“Zoen 4 e W

d) Les résultats obtenus précédemment donnent ici (en séparant dans la série exponentielle
le terme n = 0, les termes impairs 2 n + 1 pour n = 0 et les termes pairs 2n pourn = 1) :
+00 2n+1 +00 A r2n i
M M sin(w) 1 — cos(w) 5
exp(M) =1 + —_— 4 =L+ M+ M-,
P ’ Z(2n+1)! ;(zn)! w

2
n=0 w
Comme M est la matrice de f dans la base canonique, on a de fagon équivalente :
sin(w) 1 — cos(w)
exp(f) = Id + 1+ 2,
w wz

5°) Nature géométrique de l'endomorphisme g
a) Puisque U = (u,, u,, u) forme une base orthonormale directe de R3,ona:
fu)=wuru=wu, ; fp)=wuru =-wu.
) =wfu)=-?u 5 [y =-wflu)=-"u,.
D'apres la définition de g = exp(f), il en résulte que :
g(uy) = uy + sin(w) uy — (1 — cos(w)) u; = cos(w) uy + sin(w) u,.
g(uy) = up — sin(w) uy — (1 — cos(w)) u, = —sin(w) u; + cos(w) uy.
Enfin, comme f(u) =0, on a g(u) = u.

b) On a donc les images par g des vecteurs de la base orthonormale directe U = (uy, uy, u).
La matrice G de l'endomorphisme g dans la base U est donc :
cos(w) —sin(w) O
G =] sinflw) cos(w) O [
0 0 1
Ainsi, g = exp(f) est la matrice de la rotation de mesure w autour de l'axe dirigé par u.

¢) Inversement, soit » la rotation la plus générale (distincte de Id) de mesure (non nulle) w
autour d'un axe dirigé par un vecteur unitaire u. D'apreés ce qui précéde, on a r = exp(f)
avec f(v) = wu A v, et ceci reste valable si 7 est la rotation identité avec w = 0.

6°) Une généralisation a l'espace euclidien R"

a) L'application M € M,(R) — ‘M € M,,(R) est clairement linéaire.

Elle est donc continue puisque toute application linéaire sur un espace de dimension finie
(qui est M,(R) dans notre cas) est continue.



b) Si M est antisymétrique, on a ‘M = —M et on a pour tout entier naturel 7 :

n k n (t k n k
[$a) Bt
= k! = k! = k!
Par continuité de I'application M — ‘M, on obtient quand » tend vers +oo :
lim ! — =1 1 — = M)).
2% [H%Z o | P

Par ailleurs, on a également :

L ME L (M)
. t R . — _
nirr}—oo [Z k! ] }’lgn:il-ookz_(; k! exp(=M).

L'unicité de la limite donne bien ‘(exp(M)) = exp(—M).

¢) Il en résulte que ‘(exp(M)) exp(M) = exp(—M) exp(M) = exp(M — M) = exp(0) = I,.
Donc exp(M) est une matrice orthogonale, et elle est directe car, puisque M /2 commute

avec elle-méme, on a exp(M) = exp(% + %1) = (exp(%))z, donc :

M2
det(exp(M)) = (det(exp(;))) > 0.

Ceci généralise bien a la dimension 7 les résultats des questions précédentes, ou on a établi
que l'exponentielle d'une matrice antisymétrique d'ordre 3 (c'est a dire une matrice du type
de la matrice M) était une matrice de rotation, c'est a dire une matrice orthogonale directe.




