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Epreuve optionnelle de mathématiques (2h)

Pour tout entier » = 2, on considere une matrice 4 € M,(R) dont les n valeurs propres a priori
complexes sont supposées réelles et on désigne par A, A,, ..., A, ses p valeurs propres distinctes.

Enfin, on note comme d'habitude /,, 1a matrice-identité d'ordre n.

B Partie I : Série entiére matricielle et polynome d'interpolation matriciel
1°) Polynéme minimal de la matrice A
a) Etablir que les n* + 1 matrices 1,,, A, A2, A3, ..., A”2 sont liées dans M,,(R).

Ainsi I'ensemble des entiers k > 1 tels que les matrices 1,,, 4, A2, A3, ..., A* sont liées dans M, (R)
forme une partie non vide de I'ensemble N. Celle-ci admet donc un plus petit élément d = 1,
de sorte qu'il existe des réels my, m,, ..., m, non tous nuls tels que Z?:o m; A" = 0.
b) Justifier que m, est non nul, et en déduire qu'il existe un unique polynéme unitaire M de degré d
(appelé polynéme minimal de A) tel que M(A4) = 0. On posera dans la suite :
MX) =X+ py X574 oy X+ po.
¢) On désigne par v; un vecteur propre associé a la valeur propre A; de 4 (1 <i < p).
Préciser Av;, A% v;, ..., A% v; en fonction de A; et v;, puis montrer que M(A) v; = M(A;) v;.
En déduire que M(4;) = 0, et que A, A,, ..., A, sont racines du polyndme minimal M.
d) On suppose qu'il existe une racine réelle ou complexe y de M qui n'est pas valeur propre de A.
Il existe donc un polyndme N a coefficients réels ou complexes tel que M(X) = (X — p) N(X),
et on a par conséquent M(A4) = (4 — ul,) N(4) = 0.
Etablir que la matrice 4 — u I, est inversible, que N(A4) = 0, puis en déduire une contradiction.
Ainsi, les seules racines de M sont les valeurs propres A, A5, ..., A, et on posera en introduisant

les ordres de multiplicité 7|, r,, ..., r, des racines Ay, A,, ..., A, du polynéme M :
MX) =X 4 py X4 v Xy = (X =21 (X =22 (X =2,)P.
Le degré de ce polyndme M est donc d = r| +r, + ... +rp, et on garde ces notations dans la suite.

2°) Polynome d'interpolation aux points A|, Ay, ..., A, de multiplicités ry, r,, ..., 1,

Soit l'application ¢ associant a tout polynome P de 1'espace vectoriel R,_;[X] des polynomes de

degré inférieur ou égal a d — 1 le d-uplet ¢(P) de I'espace vectoriel R dont :

- les | premiers éléments sont P(A;), P'(A{), ..., plr 1_1)(?L1),

- les r, éléments suivants sont P(A,), P’ (A,), ..., P(V2_1)(/\2),

- les r,, derniers éléments sont P(/\p), P'(/\p), s P(rp_l)(?tp).

a) Vérifier brievement que 1'application ¢ est linéaire, puis montrer qu'elle est injective de R ;_;[.X]
dans R, et établir enfin que ¢ réalise un isomorphisme entre ces espaces vectoriels.

b) Etant donnée une fonction indéfiniment dérivable f définie de R dans R, déduire de ce résultat
qu'il existe un et un seul polynome L de degré inférieur ou égal a d — 1 tel que :

Viell, pl. L) = fQ), LA = £/Q), ... . L07@y = .

On dit que L est le polynome d'interpolation de f aux points A;, ..., A, de multiplicités ry, ..., 1.



L

C) On note ici (quo, Ll,la cee s Ll,rl—la szo, L271, ey L2,r2—19 cee Lp,Oa

P> s Lp,rp_l) la base

de R,,_[X] obtenue par image réciproque par ¢ de la base canonique (e, e,, ..., e;) de R,
Expliciter (p(LLO), (p(Ll,l) et (p(Ll,j) pour 0 < j <r| — 1, puis vérifier que ‘P(Ll,rl—l) = e .
Expliciter (p(LZQO), (p(Lz,l) et (p(L2, j) pour 0 < j <, — 1, puis vérifier que QD(LZ,VZ—I) = e 11y
Expliciter généralement le d-uplet (p(Li j) pour l <i<p,0=<j<r;—1,puisen déduire que :
p I‘l‘—l
LX) =" 3" P L ().
i=1 j=0
d) Exprimer en fonction de L les polynomes P de R[X] (sans condition de degré sur P) tels que :

Viell, pl, POy = f), PA) =), ... , Pl = iy,

3°) Série entiere en la matrice A et polynéome d'interpolation en la matrice A

On considere une série entiere réelle Za, x!, de rayon de convergence R = +oco.

On introduit alors la somme et les sommes partielles de la série entiere précédente pour x €R :

+00 k
fx) = Za,xl et VkeN, fi(x) = Za,xl.
=0 =0

a) On effectue la division euclidienne du polyndme f par le polyndme minimal M :
F(X) = Ou(X) M(X) + Li(X) avec d°(Ly) < d°(M) =d.
Comparer f,(A;) et L;(A;) pour 1 <i < p, puis ﬁc(j)(/\i) et Lgcj)(/\i) pourl <i<petO=<j<r—1.
En déduire que L; est le polyndme d'interpolation de f; aux points Ay, ..., A, de multiplicités
¥l ..., I'p, pUis justifier I'égalité suivante :
pricl
L =33 Q) L0,
i=1 j=0
b) Déterminer limy, _, , ., fk(j)(?tl-) pourl <i<petO<j<r;—1.
En déduire la limite de L;(A4) lorsque & tend vers +co.
¢) On munit M,,(R) d'une norme d'algebre, c'est a dire d'une norme telle que ||4 B|| < ||4]| ||B|| pour

A, Be M, (R). Etablir que la série Za, A’ converge absolument.

d) On peut donc introduire la matrice f(4) = 3 5 a A', somme de la série convergente précédente.
Comparer f,(A4) et L;(A), puis démontrer que f(A4) = L(A).

B Partie II : Deux exemples d'applications
4°) Un premier exemple

On considere deux réels a et b avec b # 0 et on choisit dans cette question pour matrice 4 :
a b b
A=|b a b
b b a
a) Justifier que cette matrice 4 est diagonalisable dans M;3(R).

b) Montrer que A; = a — b est valeur propre de 4. Préciser le sous-espace propre associé.
Montrer que A, = a + 2 b est valeur propre de 4. Préciser le sous-espace propre associ€.
¢) Calculer 42 et I'exprimer comme combinaison linéaire de 4 et I5.



En déduire le polyndme minimal M de cette matrice 4, c'est a dire le polyndme de coefficient
dominant égal a 1 et de plus bas degré annulant la matrice 4, et factoriser ce polyndme M.

d) De nouveau, fest ici une fonction de R dans R développable en série entiere de rayon R = +oo.
Expliciter le polynéme L de degré 1 tel que L(a—b) = f(a—b)et Lla+2b) = f(a+2b).
Préciser alors f(A4) comme combinaison linéaire de 4 et /5.

5°) Un second exemple
On revient au cas général ou la matrice 4 est celle introduite dans le préambule, et on pose :

+00 1 A2[ +00 ; A21+l
A) = 1) —— t in(A4) = -1 —
cost) 120:( ) 2n! © SHEE IZOZ( ) QI+ 1)!

et on note L. et Lg les polyndmes d'interpolation des fonctions cos et sin aux points A;, ..., A,

de multiplicités r, ..., 7.

a) Comparer L.(A4) et cos(4) d'une part, Li(A4) et sin(4) d'autre part.

b) Evaluer le polynéme L2 + L2 — 1 aux points A, A,, ..., A, ainsi que ses dérivées successives
(L2+22-1)V @) = (22)” A) + (L2)V ) pour 1 =i < pet 1< j=<r;— 1 (on peut a cet effet
exploiter la formule de Leibniz). Qu'en déduit-on pour le polyndme L2 + L2 — 1 ?

¢) En déduire que cos?(4) + sin?(4) = I,,.




