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Corrigeé de I'épreuve 1

Recherche de la plus grande valeur propre et étude des matrices M, = (min(, j))

m Partie I : Un algorithme de calcul de la plus grande valeur propre

1°) Quelques propriétés de l'endomorphisme f

a) Si y est le vecteur de composantes (yy, ..., },) dans la base canonique, le vecteur f(y) a
pour composantes My, et on a donc {x, f(y)) = ‘x (My) = 'xM y.

Par conséquent, on a (f(x), y) = (y, f(x)) =y M x, et quitte & transposer en tenant compte
de la symétrie de la matrice M, on a :

@, my="yMx ="xMy = (x, f())).

b) En appliquant ceci a des vecteurs propres x et y de fassociés a A et u, on a donc :

Ax, y)y = (f(x), )= {x, f(») = pulx, p).
On en déduit que (A — p) {(x, y) =0, d'ou (x, y) =0 si A # u. Ainsi donc, les sous-espaces
propres de fassociés a deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

c) La matrice M étant symétrique réelle est diagonalisable, et comme c'est la matrice de
I'endomorphisme f, celui-ci est donc diagonalisable. Il en résulte que la somme directe des
sous-espaces propres de fest égale a R”, et comme on I'a vu, ceux-ci sont orthogonaux.

d) Considérons une valeur propre A de f'et x un vecteur propre (non nul) associé a A.
La propriété £ montre que : A {x, x) = {x, f(x)) = ‘xM x > 0.
On en déduit que A = (x, f(x)) / |Ix||?, et A est strictement positif.

2°) Etude d'une suite de nombres réels k — p®
a) L'écriture v=v| + v, + ... +v, est la décomposition du vecteur v sur la somme directe

des sous-espaces propres de f, ce qui implique f(v) =A; vi + L vy + ... +A, V).
Comme les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux, on a par le théoréme
de Pythagore les relations suivantes :

p p
2 2 . 2 2 2
Ivll* = § [lvill ; I = E A7 [vill*

Comme A} <A, < ... <A, ilenrésulte que A [V]| < ||/ W) <A, |Vl

b) L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :
IO =0, 00 = (v, £20) < IMI[L20)|-

¢) L'inégalité p® < p®*D ¢quivaut a || /(v®)|| < || £(v**+D)|, c'esta dire a :

r20%) )
OO = 652 = A OON = 26

Gl




Comme v(*D est unitaire par définition, cette inégalité résulte aussitot de (b) qui donne :
GO = MO = 209
D'autre part, comme %) est unitaire, on a d'aprés (a) : p®) = || f (v(k))” <A, ||v(k)|| =Ap.

Ainsi, la suite k — p® est croissante majorée et converge.

d) SiveKer(f —Ald), ona f(v) = Av, donc v = Hﬁ_vill = ﬁ =0 puisque A > 0.
v 24

Par récurrence immédiate, on établit que v =0 et 1a suite k — v est constante.
Onadonc f (v(k)) =20, dotu p® = A et 1a suite k — p® est constante égale a A.

e) On se place dans le cas général ot v =v| + v, + ... +v, est tel que v, # 0.
Onadonc f(v) =4, v; +A; v, + ... + 14, V), et par conséquent :
M f(v) A] V1 +A2 V) + ... +Ap Vp
v’ =

WO 2 P+ B a2 + . + 22 [P

De méme, on a :

2 2 2
0 _ f(v(l)) Mvi+5v+ . A5,

LA ODN A 12+ 22 vl + 23 [P
On vérifie alors facilement par récurrence que :

k k k
" Avi+ v+ L+ A0,
Vv =

VB + 2E Il + .+ 3 v |

On en déduit immédiatement f (v(k)), sanorme p®, et comme A; <A, < ... < Ap,ona:

o NI B P+ B2 P Al

~

o

VA IR+ 25 P+ o+ 226y, | X [

Ainsi donc, dans le cas général, la suite k — p(k) converge vers A, = max(Sp(f)).

3°) Mise en ceuvre de l'algorithme précédent
a) L'algorithme suivant renvoie les valeurs p©@, p(, ..., p™ :

Entrer l'entier n, la matrice M, le vecteur v, l'entier NV ;
Pour kde 0 a N, faire :
Effectuer le produit matriciel w = M v;
p=Iwll;v:i=w/p;
Ecrire p ;
Fin ;

De fagon plus détaillée :
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Entrer l'entier », la matrice M = (mi j), le vecteur v = (v, ..., v,), l'entier N ;
Pour kde 0 a N, faire :
Pour i de 1 an, faire :
wi:=0;
Pourj de I an, faire :
w; = w,-+m,-jvj;
S:=0;
Pouride 1 an, faire :
S:=8+w?;
p=VS;
Ecrire p ;
Pouride 1 a n, faire :
vii=wi/p;
Fin;

b) Avec My, le programme Maple décrit dans 1'annexe donne, avec les quatre vecteurs de
la base canonique : p® =8.290 ..., p™ =8.29085 ..., p =8.2908593 ...

Comme la matrice M, est symétrique réelle et vérifie la propriété P, sa plus grande valeur
propre est donc approximativement égale a 8.2908593 ...

B Partie II : Valeurs propres des matrices M,

1°) Etude d'une matrice auxiliaire A,
a) L'endomorphisme a défini par les relations a(e;) = e; + e5 + ... + ¢; a pour matrice :

4|01 :
Do
0« 0 1

Cette matrice a pour déterminant 1 et est inversible. Ainsi, a est un automorphisme de R”.

b) Comme a(e;) = e, ona a‘l(el) = e etcomme on aa(e;) —ale,_1) = ¢, si2 <k <n,
1

on obtient a~!(e;) = e; — e;_;, et la matrice 4, de I'endomorphisme a~! est :
1 -1 0 - 0
0 1 -1 :
Al=10 0 - 0
: 1 -1




2°) Inversibilité de la matrice M,
a) Calculons le produit matriciel M, 4, :

111 - 1)1 -1 0 -« 0 100 -0
122 - 2lfo 1 -1 = 1 1 0 -
MyA;' =123 - 3[l0o 0 ~ ~ 0]=|11 "~ " 0]|="4,.
R ] 1 -1 : .10
123 - nJlo - 0 0 1 1 -+ 1 1 1

On en déduit que M,, ='A4,, 4,,.

b) On a donc ‘x M, x = 'x ‘A, A, x = (4, x) (4, x) = || 4,, x||.

Il en résulte qu'on a ‘x M, x = ||4, x||I> = 0, et si ‘x M, x =0, alors 4, x =0 et comme A4,
est inversible, il en résulte que x = 0. On en déduit que pour x # 0, alors ‘x M,, x > 0. Ainsi,
la matrice symétrique réelle M,, vérifie bien la propriété P.

¢) Comme M,, = 'A4, A, est produit de deux matrices inversibles, elle est inversible et on a :
Mn—l — (tAn An)—l — A;l tAy_ll .
On en déduit que :

1 -1 0 - 01 0 0 - 0 2 -1 0 - 0
0 1 -1 =~ :|f-11 O -1 o
M1 =10 0 01l o -1 0|=] 0 2 -1 0
: 1 -1 10 -1 2 -1
0 o o 1JLo 0 -1 1 0 0 -1 1

3°) Valeurs propres de la matrice M,
a) Si A est un réel tel que |2 — A| > 2, si x eR” est un vecteur tel que (Mn‘1 - /\In) x=0,et:
* siun indice i tel que |x;| = max(|x;|, |x,|, ..., |x,]) vérifie ]l <i<mn,ona:
2-Nx; = x;_1 +x;41-

Il en résulte que |2 — A| |x;| < |x;_q] + [x;41] = 2 |x;].

Si x est non nul, on a |x;| > 0 et donc |2 — A| < 2, ce qui est contradictoire.
* sile seul indice i tel que |x;| = max(|x;], [x,], ..., |xy]) esti=n,ona:

A-Vx, =x,1, et Q=1x, = x,,_1 +Xp.

I1 en résulte que |2 — A| |x,,| < |x,_1| + |x,] < 2 |x,].

Si x est non nul, on a |x,| > 0 et donc |2 — A| < 2, ce qui est contradictoire.
Ainsi donc, si 2 — A| > 2, 1'égalité (M,,‘1 - AI,,) x = 0 implique x = 0, ce qui signifie que

A n'est pas valeur propre de M, !

b) Comme M, ! est symétrique réelle, ses valeurs propres sont réelles, et comme on a vu

qu'elles ne peuvent vérifier |2 —A| > 2, elles sont telles que |2 — A| <2 et appartiennent
donc au segment [0, 4].
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¢) Comme la fonction § — 2 — 2 cos(f) réalise une bijection de [0, 7] sur [0, 4], on déduit
que les valeurs propres de M, ! s'écrivent nécessairement A = 2 — 2 cos(6) avec 0 <6 < 7.

Maintenant, A est valeur propre de M, ! si et seulement s'il existe x # 0 tel que M, ! x = A x

et donc si et seulement si M, — A I, est non inversible, soit det(Mn‘ I /lln) =0,ou:

2cos(6) -1 0 0
-1 B :
det(M;' -2 -2cos@®)1,)=| 0 " 2cos(®) -1 0
: : -1 2cos(6) -1
0 - 0 -1 2cos()) - 1

d) Le développement de ce déterminant A, (6) par rapport a sa premicre ligne donne :
An(6) = 2¢08(6) A,_1(6) — A, »(6).

I1 est clair que Ay (f) =2 cos(f) — 1 et A,(0) =4 cos?(#) — 2 cos(0) — 1, de sorte quona:
Ap(0) =2 cos(0) A (0) — Ay (0) = 1.

e) Sifd=m onaA,(m)+2A,_1(m)+A,_»(1) =0, et 'équation caractéristique (x + 12 =0
ayant -1 pour racine double, on a A,(n) = (=1)" (@ n + B) et avec les valeurs de Ay(m) =1
et A;(m) = =3, on obtient A,(7r) = (—1)" (2n + 1) et A,(r) n'étant jamais nul, on en déduit
que A = 2 — 2 cos(m) = 4 n'est pas valeur propre de M, !

) Si 6 # n, donc si 0 < 6 < &, vérifions la formule proposée.

Celle-ci est vraie sin = 0 et si n = 1 car I'égalité 2 cos(6) cos(g) = 005(3 9) + cos(g) donne :

2
cos(ﬁ)
cos(g) .
Supposons qu'on ait pour 0 < k£ < n — 1 I'égalité A, (0) = cos((k + %) 9) / cos(g). On a alors :

o= 2)9) eollr=2)e) e 2}

A,(0) =2 cos(0) -

cos() off)  oofs)

g) Les valeurs propres de M, I sont les réels A = 2 — 2 cos(f) avec A,(0) =0 et 0 < 0 < .

L'égalité A,(6) = 0 étant équivalente a (n + %) 0= g + ko, soit 6 = % mavec 0<k<n
n+

Ay(@)=2cos(@)—1=

ouf = ;k_i mavec 1 <k < n, les valeurs propres de M, sont :

Qk-Dmnm

2n+1

n+

?Lk:2—2cos( ) avec 1 <k=n.

4°) Valeurs propres de la matrice M,,
a) Comme M, I est symétrique réelle, il existe P, € O,(R) telle que P;l M L'P, =D, est
diagonale, avec D, = Diag(A, A,, ..., 4,).
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b) Par passage a l'inverse, on a P;l M, P, = D;l = Diag(?tl_l, )Lgl, s /\;1).
Les valeurs propres de M,, sont donc les n nombres réels suivants :

1 1
W = = avec 1 <k=n.
2—2cos(—(2k_1)") 4sin2(—2k_1 z
2n+ 2n+l1 2

T
(2(2 n+1))'
=8,29085936 ... et on retrouve bien la valeur approchée

La plus grande de ces valeurs propres est donc 1/4 sin?

1

.o
4 L
Sm(li;)

obtenue a la fin de la partie 1.

Pour n =4, c'est donc




